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AVVERTENZA. 



Lo Matematiche pure se hanno progredito consi- 
derabilmente nella parte materiale, cioè nell'acquisto 
di nuovi rapporti tra le quantità, non mi sembra 
che abbiano fatto altrettanto per ciò che riguarda 
la parte formale, vi (ale, e quasi direi spirituale, qual 
sarebbe il metodo veramente logico del loro proce- 
dimento, il nesso che ne compone armonicamente le 
varie membra, quella Metafisica insomma semplice 
e schietta, che infonde anima, fecondità, grandezza e 
splendore. — Tra i diversi rami pertanto della Ma- 
tematica, il Calcolo Differenziale è forse per questo 
lato il più infelice; perchè alla maniera con cui da 
un pezzo in qua suol trattarsi, mal si comprende 
cosa sia di per sè stesso, qual legame di procedenza 
e quali relazioni o attinenze si abbia colla Geometria 
e coll'Algebra propriamente detta, e a quale scopo 
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definitivo e precipuo esso tenda. Rimane quindi come 
isolalo: ivi giunto, lo studioso credesi trasportato mi- 
steriosamente in una regione arida, fredda, nuvolosa, 
oscura, incomprensibile, senza principio e senza fine: 
i Trattatisti medesimi trovansi perplessi e imbaraz- 
zati a dirci che cosa dobbiamo studiare; e o non di- 
con nulla, o dicono in modo che niente può intendere 
chi non sa la cosa che appunto vorrebbe impararsi, 
o per lo meno lasciano molto da desiderare intorno 
alla chiarezza del concetto di essa: di modo che fa 
pena il vedere per questo lato in condizione misera 
anzi che no quella branca di Analisi, cui deve e la 
scienza del Calcolo e la Fisica Matematica il merito 
di sua splendidezza e di sua gloria. 

Ora, per debito del mio ministero e secondo la 
mia possibilità, volendo riparare a questo speciale e 
grave difetto , o tentare almeno che vi sia riparato 
da chi ne sarà in grado; in seguito a qualche seria 
considerazione in proposito mi è parso, che al conse- 
guimento di un effetto sì grande, fosse indispensabile 
il richiamo del metodo infinitesimale, cui oggi vien 
preferito quasi universalmente quello dei Limiti. — 
Di qui ha avuto origine la presente Memoria, di cui 
lessi un transunto il dì 7 Gennaio di questo corrente 
anno 1855 nell'I, e R. Ateneo Italiano, in occasione 
della solenne adunanza pubblica in cui fu restaurata 
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quella illustre Accademia, ove pure esternai le opi- 
nioni, colle quali ho cominciato la presente avver- 
tenza. 

Questa Memoria m'è venuta naturalmente divisa 
in due parti. La prima è un Saggio di una nuova 
maniera, con cui potrebbesi trattare o insegnare il 
Calcolo Differenziale col Principio infinitesimale: la 
seconda è un Saggio di difesa diretta e indiretta della 
prima. — La prima parte è scritta come se effetti- 
vamente formasse la continuazione di un corso di 
Matematiche, già condotto fino al limitare dell'ul- 
tima sua sezione, ed è diretta ai giovani Alunni, che 
quindi vengono supposti sufficientemente iniziati nei 
rigorosi principj della Logica, e ben fondati nel mec- 
canismo del calcolo, non che nell'Algebra e nella 
Geometria. La seconda parte prende in esame di- 
verse obiezioni che possono esser mosse contro la 
prima; dà luogo per conseguenza a qualche discus- 
sione e a qualche sviluppo intorno ad interessanti 
dottrine, ed ammette una certa larghezza di consi- 
derazioni, di confronti e di vedute, qual si addice ad 
uno scritto che tende a richiamar l'attenzione dei 
Matematici sopra un progresso importantissimo, che, 
senza dubbio, resta a fare alla loro scienza. 

Ciò brevemente dichiaralo, non mi occorre che 
pregare i Lettori benevoli ad astenérsi dal condan- 
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naie la prima prie del mio tenue ma coscenzioso 
lavoro, finché non abbiano ben considerata la secon- 
da: e qualora dopo un esame accurato, intrapreso 
con pienezza di buona fede, trovino ch'io mi sono 
essenzialmente ingannato circa a qualche articolo 
fondamentale, saprò loro buon grado se si compia- 
ceranno addimostrarmelo con quei nobili ed efficaci 
modi, quali convengonsi a chi nient' altro dee avere 
in vista che la diffusione ed il trionfo del Vero. 
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PARTE PRIMA. 



Scopo generale dell'Analisi infinilesimale , e suo ntsso coll'Algibia <• citta 
Gcomelria. — Origine e definizione del Calcolo differenziale e inlegrule. 
Enunciazione del Principio infinitesimale. 

1. La Matematica fin qui da noi percorsa, o trattasse 
le quantità io genere coll'Algebra e <■< tir A ri i melica, o si oc- 
cupasse di studiare i rapporti tra delle quantità speciali colla 
Geometria, o intrecciasse l'una coll'altra queste scienze per 
estendere il suo dominio e conquistare nuove verità nella 
sfera delle idee numeriche, si è sempre ristretta dentro i 
limiti del finito, vertendo intorno a concetti di cose finite, i 
quali soltanto sono pienamente comprensibili e intelligibili 
.dalla finita umana ragione; e se non di rado è avvenuto die 
s'incontrasse nell'idea àe\V infinito, è stato puramente per 
incidenza, ne ha ricavato solo quel partito che immediata- 
mente scaturiva dalla particolarità del caso, e quindi l'ha 
lasciata da parte. Ora si tratta di riprenderla questa idea 
per occuparsene ampiamente e con una certa specialità, ad 
oggetto di farla valere di polente sussidio all'invenzione di 
nuovi rapporti tra le quantità propriamente dette, cioè 
finite, e alla facilitazione dei modi atti a mettere in evi- 
denza rapporti che già conoscemmo: e questo è lo scopo 
generale e supremo dell'ultima parte delle Matematiche, 
la quale appellasi Analisi infinitesimale. 
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2. Il pensiero di profittare dell'idea dell'infinito, con- 
siderala in rapporto alla quantità sia nel senso dell'estrema 
grandezza, sia in quello dell'estrema piccolezza, e di profit- 
tarne col prenunciato intendimento di riuscire in conclusione 
alla scoperta o alla determinazione di rapporti finiti tra finite 
quantità, è antichissimo, e se ne servivano i Padri delle scienze 
matematiche per vedere a colpo d'occhio e quasi indovinare 
le relazioni tra certe quantità in questioni difficili, di che ci 
porge un agevolissimo esempio la considerazione della Cir- 
conferenza come un poligono regolare di un numero infinito 
di piccoli lati. Con questa veduta semplicissima venivano, in 
certa guisa, ad abbassare i gradi delle difficoltà sostituendo 
linee rette ad archi di cerchio, e riportando ai poligoni le 
questioni che in qualche modo interessavano i circoli. Cosi, 
riconosciuta la maniera di valutare la superficie di un poli- 
gono regolare, facilissimo era a vedersi che quella di un cir- 
colo doveva corrispondere al prodotto della circonferenza 
sua per la metà del suo raggio: il Cilindro si convertiva in 
un Prisma, e quindi la superficie convessa del Cilindro islesso 
doveva esser data dal prodotto della circonferenza della base 
per la sua altezza, mentre questa per la superficie del circolo, 
base ne avrebbe assegnato il volume; il Cono veniva a can- 
giarsi in una Piramide, e quindi ne concludevano che la 
superficie e il volume di quello dovesse respeltivamenle, co- 
me per questa, equivalere alla metà del prodotto dell'apotema 
per la circonferenza della base, e al terzo di quello dell'altezza 
per la superficie della base medesima: e in fine riguardando 
la Sfera siccome generata dalla rivoluzione di un semipoli- 
gono regolare intorno ad un suo diametro, era non men facile 
stabilire (*) che la superficie di essa doveva esprimersi dal 

(I) Infrenili*. LiL 8." prop. 9.' «• 14." 
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quadruplo della superficie di un suo circolo macinio, e che 
il suo volume eguagliava il prodotto di sua superficie per un 
terzo del raggio. — Ma poiché sembrava a quei Geometri 
che questo e simili modi di considerare sì il circolo che ogni 
altra curva non fossero affatto rigorosi, stimarono di proce- 
dere con precisione matematica, senza rinunziare al grande 
vantaggio di abbassare i gradi delle questioni e di ridurle ad 
altre più elementari e già risolute, iscrivendo e circoscri- 
vendo alla curva data dei poligoni regolari simili; suddivi- 
dendo successivamente i lati di questi per passare ad altri 
poligoni simili e regolari d'un maggior numero di lati; e 
conseguilo per tal via un avvicinamento considerabile tra i 
due poligoni e tra ciascuno di essije la curva interposta, la 
quale stava immobile a rappresentare il limile degl' inversi 
procedimenti dei poligoni slessi, col principio d'induzione e 
colla legge di continuila riconoscevano nella figura curvili- 
nea qualche proprietà discoperta nelle figure poligonali, e 
poi (quando occorresse) la sostenevano, o ne mostravano 
la realtà dell'esistenza, provando colla riduzione all'assurdo, 
che ogni altra proprietà, la quale conlradicesse a quella rin- 
venuta per quel tal mezzo, non poteva sussistere. Questo 
metodo, di cui abbiamo avuto un buon saggio nella ricerca 
del rapporto della circonferenza al diametro di un circolo ( ! ), 
fu dello di Esauslione, forse perchè a poco a poco esauriva 
tanto Io spazio che separava la linea del problema da quelle 
di confronto o di relazione, quanto la diversità specifica che 
distingueva le une dall'altra; e in esso, nel tempo che ser- 
bavasi intero il concetto di prevalersi delle figure poligone 
per rappresentare in qualche modo le curvilinee, non si pre- 
scindeva per niente dall'idea dell'infinito, perchè la capacità 

(l) Legendre, Lik l.° |iit>p. !*.* 
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di suddi\isionc delle ielle, o il progressivo aunienlo del nu- 
mero dei tali dei poligoni richiama per inevitabile necessità 
a queir idea . Il mclodo di Esauslione è dunque in sostanza 
quello semplicissimo sopraccennato in cui si applica diret- 
tamente l'idea istessa dell' infinito, e solo ne differisce nelle 
forme, I.* in quanto eoi far vedere svnsiMmentc la giustezza 
di una tale applicazione ingenera la sicurezza della persua- 
sione sulle conseguenti deduzioni; 2." in quanlo riduce i peri- 
metri poligonali a curvilinei, piuttosto che questi a quelli; 
3 ° e in quanlo finalmente dimostra, colla riduzione all'assur- 
do, la verità dei teoremi dedotti col mezzo dei poligoni, in- 
vece di ritenerli come semplici corollarj. 

3. Il metodo di Esauslione però non era nè generale, nò 
ridollo a regolare sistema. Bonaventura Cavalieri milanese, 
sacerdote dell'Ordine religioso di S. Girolamo, fece un gran 
passo ^erso questo importantissimo perfezionamento, dedu- 
cendo come corollario del metodo degli antichi suddetto, che 
le linee si potevano considerare divisibili in un numero infi- 
nito di punti, le superficie in un numero infinito di linee, i vo- 
lumi in un numero infinito di superficie; dalla quale conside- 
razione trasse la sua Geometria degt Indivisibili , e quindi aprì 
facil varco al compimento dell'opera intorno alla scienza 
dell'infinito, preso questo vocabolo come attributo di una 
grandezza o di una piccolezza senza limile o senza misura 
assegnabile. 

Quest'opera classica, la quale venne alla luce nel 1635, 
ebbe origine da uno sludio profondo, essenzialmente mate- 
matico ed altamente filosofico, al quale lo spirilo penetrante 
e severo del Cavalieri erasi dedicato; e consisteva nella ri- 
cerca delle ragioni intime, per le quali i solidi che nascono 
dalla rivoluzione di certe figure piane intorno ad un asse, 
non serbano tra loro gli stessi rapporti delle respeltivc figure 
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generatrici. In che maniera, domandava Egli a se stesso 
pieno di maraviglia, per qual mai segreta ragione un Cilin- 
dro ed un Cono aventi la medesima base e la medesima 
altezza stanno fra loro come uno ad un terzo, mentre il ret- 
tangolo e il triangolo, che respettivamenle li generano, hanno 
il rapporto di uno ad un mezzo? In che modo ( per citare un 
altro esempio elemcntarissimo) le circonferenze di quanti si 
voglia circoli concentrici stanno tra loro come i raggi respet- 
tivi, e le superficie di essi circoli stanno poi come i quadrati 
dei raggi medesimi? — A chi creda che col metodo usato oggi 
ed anche in antico per insegnare la Geometria, si faccian 
note le ragioni deW esistenza delle verità geometriche, sem- 
breranno strane o di ben poco momento queste e simili do- 
mande: ma chi sappia che con tal metodo non facciamo altro 
che accertare delf esistenza di queste verità, e che questi due 
fatti difleriscon tra loro quanto un erudito in Geometria dif- 
ferisce da un vero Geometra, ammirerà la potenza della 
mente del Cavalieri, e scorgerà in quelle semplici domande 
istesse i germi o i fondamenti di una scienza maravigliosa- 
mente bella, vuo' dire della Filosofia della Matematica. — 

Or meditando Egli profondamente su questi problemi, 
si accorse che, supponendo divisi i solidi geometrici in piani 
paralleli e infinitamente vicini tra loro, la ragione esistente 
tra essi solidi era quella islessa che esisteva tra le somme 
totali dei respettivi piani paralleli ed infiniti di numero; e 
che la ragione tra le figure piane era quella che serbavano 
le somme delle respeltive rette parallele e infinitamente vi- 
cine, o contigue, nelle quali si (osse supposta divisa ognuna 
delle figure medesime; d'onde concludeva che per investigare 
il rapporto tra due solidi , bastava rintracciare quello dei 
lot o piani; e per conoscere la relazione tra due figure piane, 
non si doveva che studiare quella delle loro rette. — A queste 
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rette poi e a quei piani dava il nome di indivisibili, stanlerliè 
comparivano come elementi delle cose geometriche contem- 
plate, e non erano capaci di ulteriore divisione, o assottiglia- 
mento nel senso dell'altezza delle comparale figure. 

Così il Cavalieri veniva per altra più generale e regolar 
via ad abbassare i gradi delle questioni: ma per formarci 
un'idea sufficiente dell'importanza del suo metodo, applichia- 
mone Io spirito ad alcune ricerche di elementare Geometria. 

-4. Abbiasi il Cilindro relto AD. Se s'immagina (Fig.1 ) 
che la base superiore CFDE si muova da L verso H, man- 
tenendosi sempre parallela a sè stessa, e vada a coincidere 
con la base inferiore AMBG, è chiaro che la superficie con- 
vessa del Cilindro si potrà considerare come generata dalla 
circonferenza del circolo mobile, mentre il piano di questo 
produrrà il volume del Cilindro medesimo. Or poiché il cir- 
colo generatore dee trovarsi successivamente in tulli i punii 
delle parallele AC, BD, HL in virlù del suo moto, e d'altronde 
non possiamo mai individuare, e molto meno far muovere, 
nè una linea nè una superficie senza supporle implicitamente 
dotate di una grossezza elementare, o di un punto, che vien 
concepito qual elemento primo e generale dello spazio; ne 
consegue die la superficie convessa del Cilindro sarà data 
dalla somma di tutte le circonferenze che la costituiscono, e 
la solidità di esso equivarrà alla somma dei piani determi- 
nati dalle circonferenze medesime. Ma sì queste che quelli 
sono da per tutto eguali nel dato Cilindro, e il loro numero 
è uguale a quello dei punti costituenti l'altezza LH del Cilin- 
dro stesso; il qual numero, sebbene sia inassegnabile aritme- 
ticamente perchè infittilo, in quanto però esprime l'aggrega- 
zione rettilinea dei punti di LH vien rappresentato geometri- 
camente da LH medesima: dunque la superficie convessa del 
Cilindro corrisponde al prodotto della circonferenza della sua 
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base per la sua altezza ; e la solidità del Cilindro è data dal 
prodotto della sua altezza per la superficie della base, come 
per altra via c'era noto. 

5. Vogliasi determinare la solidità e la superficie di un 
Cono retto. Fatta una sezione in un luogo qualunque L del 
Cono ABCDE ( Fig. 2 ) con un piano parallelo alla base, si 
genererà un circolo LPMNO, il quale, giusta il metodo, sarà 
uno degli elementi del Cono dato. Chiamando pertanto B la 
superficie BEDFC, R il raggio CD della base del Cono stesso, 
A la sua altezza AC, e rappresentando con 6, r, a le tre 
omologhe quantità relative all'elemento in proposilo, la si- 
militudine de' due circoli BFDEC, LPMNO, e quella dc'due 
triangoli ACD , AOM darà B:6:: R a : r 3 :: A 2 :a*, d'onde 

//=B v a2 * Per un a,lr0 e,emenl ° f) i astante di a ì dal ver- 
tice A, si avrà quindi &,=^V; per un terzo 6„, distante 

B B 

di a |( da A, avremo &„=^;« JI 2 ; per un quarto, &„,— p« l(l 2 , 

e così di seguito. La somma dunque di questi elementi, che 
( a tenore del metodo ) costituisce la solidità S del Cono. 

sarà in generale S=^(tt a -i-a J a -ha n :i -ha JJ| 2 -+-ec.). Se ora si 

suppone che le sezioni parallele si pratichino dal vertice 
verso la base del Cono a distanze infinitesime tra di loro, 
ovvero per ogni punto di AC, e queste distanze elementari 
si prendano per unità lineare di misura, sarà a=1, a,=2, 
a (l =3, a |U =4, ec.; e la domandata solidità verrà data quindi 

da S=J( 1 ^-f-2 a -h3»-4-4 a -+-ec.)=i (1 -+-4-+-9-+-1 6-h25-heo). 

Ma il secondo fattore di questo secondo membro è la serie 
dei numeri quadrati, in cui il primo termine a=1, la prima 
differenza d,=3, la seconda differenza fi,,— 2, e tutte le altre 
sono nulle: dunque sostituendo questi valori nel termine 
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sommatoria SsaatH- "^ fyV**"^ ^^ rf H 4-ec M OYe n rap 
presenta il numero dei termini di una Serie, otterremo fa- 
cilmente S=^(— " f " o > " " 4 ~" ). Ma il numero dei termini della 

nostra serie è infinito: dunque, sotto l'aspetto aritmetico, n ha 
un valore infinito; ed ammesso ora come postulalo, die gl'in- 
finiti d'ordine o di potenza inferiore spariscano o siano zero 

iu comparazione di quelli che hanno un esponente maggiore. 
B in' B/i» 

ai avrà S==-— .—==—-. Ma la legge di omogeneilà esige 
Hi 1 

clic — sia moltiplicalo pel cubo della nostra unità lineare; 

e ut tal caso l.u esprime la somma di tulli gli elementi 
dell'altezza AC=A : dunque, sotto l'aspetto geometrico, 

1 .j<^=ft=A: dunque finalmente i>=^-=— , cioè la soli- 
dità del Cono è un terzo del prodotto della superfìcie della 
sua base per la sua altezza, siccome abbiamo dalla Cieome- 
Iria ordinaria. 

Per averne la superficie, poiché questa supponesi for- 
mata dalle circonferenze di tutti i circoli paralleli alla base, 
si osserverà che la distanza di un punto qualunque M della 
superficie medesima dal vertice verrà data da una porzione 
AM deU'apotema. Ciò posto, e rappresentando con C, c le 
circonferenze della base del cono e di un suo qualunque ele- 
mento, la costruzione e la similitudine delle figure che sopra. 

c c 

ci daranno C : c : : R : r : : AD : AM , d'onde c=^.AM«=^./, 
ponendo il lato AD=L, ed AM=*. Si avrà del pari per gli 

ce c 
altri elementi C,=y/ ( c I( =j-/ |( c J(i =~/ jn , ec; e per la somma 

totale degli elementi, che rappresenta la superficie richie- 

sta, s^--\ /-t-/ j -+-/ |J -+-/ ll( »Mìe.). Ragionando dunque come nel 

caso precedente, e valendosi della formula ivi riportata, sarà 
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I i ^ (t-f»2+'>-4-4-HM . usando qui pure il di- 
stillato promesso, o considerando n sotto i duo aspetti aritme- 

C C l<' C !< 

tiro e geometrico, avremo in fine s=^— .» a =— * ■ noè 

ZI. ili i 

la superfìcie del Cono è uguale alla meta del prodotto della 
circonferenza della sua base pel suo apotema, come sapevasi. 

6. Si cerchi adesso la solidità della Sfera. Descrìtto il 
quadrato ACBDsu i raggi AG, BC del quadrante ACB (r'ig.3), 
e condotte la diagonale CD, e la retta NMOP per un punto 
qualunque M dell'arco AB parallelamente ad AC, è chiaro, 
che se facciasi muovere in giro tutta la figura intorno a 
BC come asse di rotazione, il settore A GB descriverà una 
mezza sfera, il quadralo ACBD genererà un cilindro circo- 
scritto ad essa, il triangolo rettangolo ed isoscele DBC pro- 
durrà un cono della medesima base e della medesima al- 
tezza del Cilindro, e le rette PM, PN, PO saranno i raggi 
respeltivi «lei circoli elementari, che corrispondono ad una 
stessa sezione operala sulla Sfera, sul Cilindro e sul Cono. 
Rappresentata pertanto con E la superfìcie elementare del 
Cilindro, con e ed c quelle omologhe della sfera e del Cono, 
e posto PN»=R, PM=r, e PO=p, dalla similitudine dei delti 
circoli avremo E : e : i : : R 2 : r 2 : p 2 , d'onde E : <m-£ : : R a : rM-p a . 
Ma se al punto M di sezione si conduce il raggio CM, e si 
osserva che CM=CA=PN=R, e che nel triangolo CPU si 
ha PO=p=PC, perchè simile al triangolo isoscele CBD; il 
triangolo rettangolo CMP darà IfararM-p*: dunque i termini 
della seconda ragione dell'idi ima proporzione riferita sono 
uguali ; dunque tali debbon essere pur quelli della prima, e sarà 
per conseguenza E=e-K. Ma la sezione generatrice degli ele- 
menti dei tre solidi, messi qui in paragone, è praticata per 
un punto qualunque M della superfìcie del proposto emi- 
sfero; dunque la relazione E«=c-K ò generale, e si ha quindi 
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per un allro punto M,. Er*r«. ! « >cr un nU0V ° punl ° M '" 
E —„-+*,; per un altro M IN , ^-»»,+^. <*• «*• b ora 
evidente che con questo sistema di sezioni, se ne possono 
fare da AC a DB inclusivamenlc un egual numero su i tre 
SOM! paragonali, e che (a forma del Metodo) la somma 
di tutte le sezioni del Cilindro darà il volume C di esso, la 
somma di tutte quelle della mezza sfera porgerà la solidità s 
della medesima, e la somma di tutte quelle del Cono ne costi- 
mi™ il volume e. Sommando adunque tutte l'equazioni otte- 
nute, avremo E-pE,-l-E )1 -t-E l „-t-cc— H*,-+V<-«Mi+ e ^+- 

R ^. B=R3 ,e^=^:dun,ue^_V=^ e '» 

solidità della sfera S=-2s=ÌR 3 r:, come sapevamo per altra via. 

7 Vogliasene Bnaimcntc determinare la superficie.— Sul 
«urto di Circolo ABC (Fig. 4) descritto il quadrato ABCD, 
come sopra, e para.lelamente a BC condotte dovunque sulla 
Hgura le relte EMG..FNH infinitamente poco discoste tra 
loro, e manifesto che facendo rivolgere intorno ad AC la 
n ..ura medesima. Varco AB genererà la superficie d. una 
mezza sfera, il lato BD produrrà la superficie convessa del 
Cilindro circoscritto, Varco infinitesimo MN formerà una su- 
perficie elementare dell'emisfero, ed EF darà luogo adun 
Cilindro di altezza infinitesima. Posto ora MN=*. AM-u- 
AC=r, 11='', e concesso come postulalo, che un arco in- 
finitesimo si confonda con una linea retta di eguale un- 
gliczza.echc le potenze superiori di una quantità -nhnite- 
sima siano trascurali di fronte alle inferiori; e chiaro 
... Che la superficie convessa del cilindro descritto da 

EF sarà s— 2nr.ft: . 

i» Che la superficie elementare sferica generala da 
sarà un cono retto «roncato a hasi parallele, la inferiore 
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delle quali ha per circonferenza 2GM.7^=2r7rsena, per esser 
GM=rsena, e la superiore 2HN.7r=2r7rsen(a — A), in virtù di 
HN=rsen(a — A): 

3.° Che, essendo la superficie convessa di un cono retto 
troncato la metà del prodotto del suo lato, o apotema, per 
la somma delle circonferenze delle due basi (siccome anche 
rilevasi agevolmente dalla rinvenuta espressione della su- 
perficie del cono, sol che si osservi essere un suo troncò a 
basi parallele la differenza di due coni interi ), sarà la no- 
stra superficie elementare (7=~(2r7isena-4-2r^scn[a — A))= 
rTrAsena-f-nrAsenacosA — r7rAsenAcosa=r7:Asen(H-r7:Ascna 



rrAsena — \-ec— r^À a cosa-4-ec^=r7rAscua-hr^Asena= 

2r^Asena, per la sostituzione dei valori di cosA e di senA 
dati per l'arco, e per l'applicazione del principio ammesso 
col postulato qui sopra espresso. Ma se immaginiamo con- 
dotta la CM, e da N su GE la normale NP=FE=ft, il trian- 
golo infinitesimale rettilineo NMP darà A:A::senNMP: 1 , 
d'onde A=AsenNMP. Ma il raggio CM fa un angolo retto 
CMN coli' arco MJS, e CMN=CMP-+-PMN : quindi, poiché 
CMP=MCB, come angoli alterni interni tra le parallele BC, 
GM,e d'altronde MCB=BM=90— a, saràCMP-hPMN=90= 
PMN-+-90 — a,e per conseguenza PMN==a. Dunque fc=Asena; 
e perciò <7«=2r7:./i«=ss, cioè la superficie elementare della se- 
misfera è uguale alla corrispondente del cilindro circoscritlo 
alla medesima. Ma evidente cosa è che l'uno e l'altra costano 
di un egual numero di tali elementi: dunque la somma di 
tutti quelli della semisfera eguaglierà quella che abbraccia 
tulli gli elementi del cilindro ; e poiché queste somme cor- 
rispondono respettivamente alla superficie di questi due so- 
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lidi, ne consegue che la superficie della metà di una sfera è 
uguale a quella del cilindro ad essa circoscritto. Ma que- 
st'ultima è data da 2r7r.r=*=2r a 7r; dunque sarà per l'emi- 
sfero 2— 2r*7r, e per la cercata superficie sferica S=22=4r a 7r, 
cioè la superficie della sfera è quadrupla della superficie di 
un suo circolo massimo, siccome ci era già noto. 

8. Tale è in sostanza il metodo che può desumersi dalla 
Geometria degl'Indivisibili, contro della quale non manca- 
rono di scagliarsi ben presto gli uomini d'ingegno mediocre: 
ma i Geometri di prim' ordine se ne prevalsero immediata- 
mente per fare importanti scoperte; e non era scorso un 
mezzo secolo dalla pubblicazione dell'opera del Cavalieri, che 
il vasto genio del Leibnitz rendendo generale l'applicazione 
dei concetti degl'Indivisibili (o degY infinitamente piccoli) col 
portar la questione alle forme ed ai processi puramente al- 
gebrici, faceva una strepitosa scoperta con quella del Calcolo 
infinitesimale. — Vediamo adesso come questa potè derivarsi 
dal metodo degl'Indivisibili, e in che cosa generalmente ed 
essenzialmente consista. 

9. Le poche applicazioni che abbiam fatte dello spirilo 
di un tal metodo bastano a discuoprirne assai bene l'indole, 
ed a riconoscer quindi che esso 

1. « Suppone di trattare una questione o una Figura geo- 
metrica: 

2. ° Suppone la considerazione o l'esame della Figura in 
un luogo qualunque di essa: 

3 ° Suppone che una delle sue dimensioni ( senza avere 
analogo riguardo alle altre ) si consideri decomponibile, tra 
dati limiti e con legge di continuità, in un numero infinito di 
elementi o di punti; d'onde emerge l'idea di varie porzioni 
della dimensione medesima infinitamente poco differenti tra 
toro: 
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4.° Suppone che per ciascuno degli elementi di questa 
dimensione siano fatte altrettante sezioni nella data Figura 
parallelamente ad una linea retta o ad una superficie piana 
spettante alla Figura medesima; e riguarda queste sezioni, o 
la differenza tra due porzioni della Figura le quali diversi- 
fichino infinitamente poco tra di loro, come gli elementi 
costituenti la Figura proposta: 

Suppone che si vadano investigando i rapporti tra 
questi elementi della Figura, desumendoli dalla natura di 
essa e dal confronto di altre ben note, e includendo impli- 
citamente gli elementi della dimensione che ha considerato 
decomponibile : 

6.° Suppone che, procedendo inversamente, si sommino 
tutti gli elementi della Figura, e che si stabilisca una equa- 
zione tra questa somma, che è la Figura, e la somma dei 
rapporti rinvenuti ; la qual somma se sia assegnabile in ter- 
mini di forma finita (valendosi opportunamente sì in modo 
esplicito che implicito del principio infinitesimale, costituito 
essenzialmente dai due Postulali che sopra, e dei rapporti 
già noti tra le quantità in genere), il problema propostosi 
intorno alla data Figura è finalmente risoluto. 

10. Ora, il Calcolo infinitesimale è una traduzione ge- 
nerale e fedele di tutti questi processi, che costituiscono in 
sostanza il metodo degl' Indivisibili. Infatti il Calcolo infini- 
tesimale suppone 

1. ° Che invece di una questione geometrica abbiasi a 
trattare di una qualsiasi espressione matematica : 

2. » Che si consideri questa espressione in uno slato qua- 
lunque, rispetto al valor totale e generale di cui è capace: 

3. ° Che la espressione algebrica, della quale si parla, 
sia una funzione generica <p almeno di una quantità varia- 
bile x, cioè di una quantità capace di ricevere un valore 
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qualunque, mentre tutte le altre che sono nella espressione 
medesima rimangono invariabili o costanti, e di subire con 
legge di continuità delle variazioni infinitamente piccole* o in- 
finitesime, o elementari, che rappresentansi con dx, ove d è 
un segno di abbreviazione, e significa differenza o variazione 
infinitesima, o elemento di: 

4. ° Che la variazione dx della x venga introdotta nella 
funzione <?(x), la quale perciò si cangi in <p(x-+-dx) per espri- 
mere che la funzione istessa va a subire un cangiamento ele- 
mentare per l'analogo cangiamento della variabile; e riguarda 
la differenza tra i due stati successivi <p(x) e <p(x-*-dx) della 
funzione come Y elemento della funzione medesima, elemento 
che rappresenta con d<p[x), ove il simbolo d ha il medesimo 
significato che in dx : 

5. » Che si vadano investigando le proprietà di questi 
elementi della funzione, o che si cerchino i rapporti tra d<p[x) 
e dx, desumendoli dalla natura delle date quantità, valendosi 
di ogni opportuna matematica risorsa, e profittando del prin- 
cipio infinitesimale: la quale ricerca, unitamente all'applica- 
zione dei trovati rapporti alla soluzione di varj Problemi, co- 
stituisce precisamente ciò che si chiama Calcolo Differenziale. 

e." Suppone infine l'Analisi di cui è parola, che cono- 
sciute o date le relazioni tra gli elementi delle funzioni e 
delle variabili, si sommino, in certa guisa, e si risalga alla 
scoperta dei rapporti che esister debbono tra queste e quelle: 
e una tale questione unitamente all'applicazione di essa (ri- 
soluta che sia ) ad utili o importanti ricerche matematiche, 
costituisce per l'appunto ciò che si appella Calcolo integrale, 
che quindi è un problema inverso del Differenziale. 

Dopo la Geometria degl'Indivisibili non restava dunque 
che a fare un passo per devenire all'Analisi infinitesimale, 
passo che par molto facile dopo che è stato fatto; ma per 
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muoverlo da quel punto, non ci voleva meno di un Geometra 
filosofo come Leibnilz, o di un ingegno straordinario come 
quello di Newton, che contemporaneamente era pervenuto 
ad analoghe deduzioni. 

11. Visla pertanto la genesi, l'essenza e lo scopo generale 
del Calcolo Differenziale e Integrale, parrebbe che ormai si 
dovesse incominciare lo studio speciale di questi nuovi Cal- 
coli, di questo elevato e prezioso ramo della scienza nostra; 
ma siccome l'Analisi infinitesimale suppone per principio, ed 
assume come postulato, che in un resultamelo matematico 
la quantità finita sia zero in comparazione di sintesi e di 
analisi colla quantità infinita, che del pari si annulli la quan- 
tità infinitesima di faccia alla finita , e che una linea curva 
possa rigorosamente considerarsi come un poligono d'infinito 
numero di lati, cioè come decomponibile in linee rette ele- 
mentari o di estensione infinitesima; sarà di mestieri fer- 
marsi alquanto a riflettere sulla giustezza di questi principj 
avanti di accedere alla soluzione dei proposti problemi, lo 
che ci richiama ad attente e profonde considerazioni sulla 
natura dei concelti delle quantità infinite e infinitesime, e 
delle curve. 

Dell' Infinito matematico. 

12. Oltre alle idee di sostanza e di forma, dell'identico 
e del diverso, di composizione e di scomposizione, di conve- 
nienza e di opposizione, di realtà e di contradizione, d'unità 
e di numero, sulle quali si appoggia tutta la Matematica 
del finito, abbiamo a urbe l'idea dell' monito, quasi impronta 
lasciata nello spirito nostro dalla mano creatrice dell'Infinito 
Assoluto. — Questa idea si applica naturalmente da noi ad 
una quantità, che ci apparisca illimitata sì nel senso di sua 
grandezza che in quello di sua piccolezza ; come del pari ci £ 
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risvegliata con tutta naturalezza da quantità o da procedi- 
menti, che ci appariscano interminabili o senza confini; e 
ogni ramo delle Matematiche, fin qui percorse, ad essa spon- 
taneamente richiamaci. Infatti, il sistema di numerazione in 
Aritmetica, la teoria delle frazioni sì in genere che in specie, 
le Progressioni crescenti e decrescenti, le Serie e divergenti 
e convergenti, la linea retta, il piano, gli spazj angolari, le 
parallele, le tangenti e le secanti trigonometriche, gli asin- 
toti delle curve, le spirali, e (per dirlo in breve) la capacità 
di composizione e di scomposizione di cui ci apparisce for- 
nita la quantità sì in ordine al numero che allo spazio; tutto 
questo, io dico, ci porta con una specie di necessità ai con- 
cetti àeW infinitamente grande e dell' infinitamente piccolo, o 
più semplicemente, dell'infinito e dell'infinitesimo, siccome 
comunemente diciamo: il perchè, come nella Ontologia non 
si può prescindere dall'Essenza Infinita dell'Assoluto, così 
nelle Matematiche non si può fare a meno dell'idea dell'in- 
finito, procedente dall'azione perenne e dal concetto di quella 
Essenza Divina. 

Ma lo spirito nostro, per la sua naturale limitazione, 
non comprende o non abbraccia completamente che idee di 
cose finite: quelle che appellano in qualche modo all'infinito, 
le vede in una maniera non perfettamente chiara e distinta, 
ossia non le abbraccia completamente, slantechè eccedono 
la sua facoltà comprensiva ; lo che per altro non impedisce 
che queste idee possan formar soggetto di esame e di utili 
sludj; perciocché se non si conosce in lutto e per tutto 
un dato oggetto, non ne consegue che non possa trattarsi 
ed esaminarsi in quanto precisamente ci è noto, altrimenti 
le scienze meccaniche e fisiche, per tacere di altre, non sa- 
rebber possibili perchè ignoriamo l'intima natura della forza 
e dei corpi. 
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13. Recate pertanto le idee del finito e dell'infinito nella 
sfera delle Matematiche, e confrontate in modo generico tra 
di loro, sono da noi con tutta chiarezza percepite siccome 
immensamente distinte o differenti tra loro stesse, nel mentre 
che ci presentano analogia di somiglianza e di natura, ap- 
poggiata al concetto generale di valore. Quindi, se in virtù di 
questa analogia vogliamo sottoporre le seconde ai processi o 
alle operazioni che la nostra scienza dispiega sulle prime, 
sarà indispensabile (qualora s'intenda procedere con vera 
intelligenza e con tutto il rigor della logica) d'investigare 
e di stabilire quali cautele, quali avvertenze debbono usarsi 
pel nuovo caso, rispetto al primo, siccome facemmo pel 
negativo e per l' immaginario, rappresentanti respetti vamente 
i concelti di opposizione e di contradizione; e in quella guisa 
che per questi si fissarono regole precise, desumendole dalla 
natura dei concetti medesimi, affinchè potesse procedersi con 
matematica sicurezza nel trar partito da essi, così farà d'uopo 
determinare quali canoni saranno reclamati dalla variata in- 
dole dell'introdotto elemento, chiara cosa essendo che una 
mutazione ed una introduzione siffatta possa o debba una 
qualche modificazione fondamentale domandare. — Or qual 
sarà questa modificazione? — Tentiamo d'investigarla, prò* 
seguendo a riflettere accuratamente e convenientemente sul- 
l'idea dell'infinito. 

14. Questa idea, applicata al valore matematico, fa na- 
scer l'altra di quantità infinita, nella quale è un concetto di 
relazione mollo semplice e chiaro, qual si è quello che essa 
è maggiore di qualsivoglia quantità assegnabile, o finita. 
L'idea dunque di quantità infinita, o più semplicemente 
(rammentando una volta per sempre che la Matematica è 
puramente ideale), la quantità infinita, o l'infinito matema- 
tico, o Y infinito, come spesso diremo per maggior brevità, 
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è ciò, cui nella scienza nostra può in qualche modo applicarsi 
Videa delC infinito in ordine ad eccessiva grandezza nella en- 
tità matematica; ed ha per proprietà fondamentale ed evidente 
di esser maggiore di qualunque valore o quantità assegnabile, o 
finita. Esso rappresentasi col segno », che si legge: infinito. 

15. Dalla enunciata proprietà, la quale è d'immediata 
evidenza, emergono frattanto i seguenti corolla rj : 

1. ° Ogni quantità finita combinata in modo finito con se 
stessa o con altre pur finite, non può dar luogo a quantità 
infinita: perchè le maniere di operare non sono in foudo 
che di sintesi e di analisi, o di somma e di sottrazione; e 
qualsiasi quantità finita sommata o sottratta con se stessa o 
con altre simili un numero finito di volle, dà sempre evi- 
dentemente un resultato di valore finito: quindi, qualunque 
somma di quantità finite e di un numero finito di termini, 
qualunque prodotto di fattori finiti e quanto al numero e 
quanto al valore; qualunque potenza finita di finita radice 
porta a resultamento finito, ed è perciò differente dall' infi- 
nito, che ne dev'esser maggiore, al quale dunque non potrà 
giammai eguagliarsi. 

2. ° Se dall' infinito si toglie una quantità finita qualun- 
que n avremo sempre un resto d'infinito valore: perchè 
qualora si supponesse che od — n potesse corrispondere ad 
una quantità finita m, resulterebbe »=»m-hn, cioè l'infi- 
nito sarebbe uguale al finito, lo che è assurdo. Dunque 
od — n=QD, seguitando a rappresentare col simbolo od l'idea 
d'infinito, presa nella sua universalità matematica. Di qui 
OD=»_t-n, vale a dire, che l'aggiunta di una quantità finita 
all'infinita dà sempre un valore infinito, come d'altronde è 
evidente. Quindi 

s.° Se non dovesse ammettersi che un solo infinito ma- 
tematico, sarebbe fin d'ora dimostrato che 00^11=00, cioè 
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che raggiunta n la sottrazione di una quantità finita ad una 
infinita non vi produce nessuno efletlo assegnabile, e che 
quindi la quantità finita è come non fosse di fronte all'infinita, 
posta con essa in relazione di sintesi e di analisi. 

16. Fissate in tal guisa le relazioni generali ed intime 
tra il finito e l'infinito matematico, proseguiamo a studiare 
attentamente su quest'ultima idea. 

Essa ci si presenta come unica, considerala in se me- 
desima o in astratto, siccome è unico il concetto supremo di 
valore, di identità, di Circolo, di Triangolo, di Quadralo ec. ec: 
ma in quel modo appunto che l'applicazione di questi con- 
cetti a quello della diversità, della moUiplicUà dei termini, o 
dei respeltivi elementi generatori, fa nascer l'idea della p/u- 
r alila delle grandezze, dell'equazioni, dei Circoli, dei Triangoli, 
dei Quadrati ec. ; così varie essendo le cose matematiche 
suscettive dell'applicazione dell'idea dell'infinito, ne conse- 
gue che varj pur siano i concelli dell' infini lo nella scienza 
nostra, e che quindi varie quantità ideali d'infinito valore 
debbansi ammettere in essa — Infatti, porlata l'idea d'infi- 
nito al numero delle volte che può considerarsi ripetuta 
una quantità , ci apparisce chiara la diversità delle somme 
ululai ec, ò \ ò \ b | ce. , c \ c I e I ec. con a, b, c diverse 
in quanto al valore, ed affette dalla medesima legge in quan- 
to al numero delle volte che si reputano sommate; e la 
ragione della chiarezza di tal visione sia in questo, che 
quando una forma o una legge è comune a più quanlità, e 
ne costituisce quindi altrettante espressioni egualmente col- 
legate, non può concepirsi eguaglianza o equivalenza tra di 
esse qualora eguaglianza o equivalenza non esista anche nelle 
respeltive quantità vincolate o unificate dalla identica forma; 
altrimenti caderemmo in errore analogo a quello di chi cre- 
desse che cause diverse, dispieganti in egual modo la loro 
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azione, producessero eflelti eguali — Così, applicala l'idea di 
un medesimo infinito al numero dei termini delle aggre- 
gazioni 1-hl-nl-f-er., 2-+-2-h2-+-ec. , l-4-3-f-5-h7-hec, 
2-*~4-h6-+-8-h ec. , m-hm-hm-f- ec. , w»-hwi»-Hn»-+- ec , 
a-ha a -4-a 3 -hec, ec. ec, con a, m ed n maggiori di 1, emerge 
da ognuna di queste sintesi l'idea di un diverso infinito; e 
ciò tanto se si rimanga nella generalità dell'Algebra, quanto 
se scendasi alla specialità della Geometria. Difatti; l'idea di 
una linea retta infinita è distintissima da quella del com- 
plesso di più rette del medesimo genere; l'idea di una su- 
perficie piana infinita dà luogo ad un concetto d'infinito ben 
diverso da quello della ripetizione di tal superficie: un piano 
per ogni verso infinito ci si presenta decomponibile in una 
infinità di spazj infiniti, i quali han con esso il rapporto (fi 
parie ai tulio: coli' idea di un simil piano può coesister quella 
d'infiniti altri piani tutti eguali e paralleli, e quindi la con- 
siderazione di quésti è distinta essenzialmente dalla contem- 
plazione di uno solo: e finalmente ( per non andar troppo 
in lungo con queste esemplificazioni ) i Cilindri di altezza in- 
finita, i Paraboloidi, gl'Iperboloidi ec. non solo ci sommini- 
strano l'idea di tanti infiniti diversi quanti sono i concelli di 
questi e simili volumi, ma ognuno di tali concetti dà origine 
a categorie speciali di diversi infiniti , e tanti precisamente 
di numero quanti possono essere i Cilindri della medesima 
altezza, quante le Parabole d'ogni genere, le Iperbole ec. 

17. E per altra parte, divenendo il concello dell'infinito 
(per la potenza del nostro spirito eminentemente unificatore) 
siccome una nuova unità in una nuova e proprio trascenden- 
te regione di quantità, è necessaria conseguenza che su que- 
sta e con questa unità si possa operare matematicamente 
ciò che abbiamo operato circa all'unità generica o univer- 
sale, da cui ha cominciato lo studio nostro; rispetto alla 
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quale è da avvertire, che nel parlare dell'idea di essa non 
abbiamo punto supposto nè espi lei la mente nò implicitamente 
che dovesse attribuirsele un valore finito, ma la ponemmo 
in campo con tutta l'estensione del suo assoluto significato. 
Dunque l'applicazione della sintesi e dell'analisi alla nostra 
unità d'infinito valore non può temere eccezione ragionevole: 
è un fallo psicologico legittimo l'intuizione che oo -hoo =2 od, 
che oo -h oe -+- od =3 oo , che oo -h oo -h oo -f-ec=m oo , oo.c©= 
oo 2 , ec., quanto è legittimo quello che a-t-a=2a, a-ha-+-a== 
3a, oo— a», ec. ec; e sarebbe una vera contradizione il con- 
cetto il quale ritenesse a rigor di lermine oo«=2oo=3oo = 
moD=oo'». — Anzi, sebbene moo, oo a ,ec, siano espressioni 
non comprensibili pienamente dallo spirito nostro, come non 
è completamente intelligibile l'idea del semplice oo, tuttavia 
la Matematica , di cui uno de' principali fini è la investi- 
gazione dei rapporti tra le quantità, se ne può prevalere 
proficuamente per questo suo scopo; giacché se pongasi 

oo' 

Qo f =m oo, oo oo a , ec, possiam dedurre che — =m, che 

oo" 

— =»oo,ec, cioè che il rapporto fra due valori infiniti può 

essere finito, e infinito, e questa è una significazione reale, e 
tutt'altro che indifferente, la quale non potrebbe conseguirsi 
negando la realtà della distinzione in parola; nel qual caso 
(oltre ad essere irragionevole tal negazione) verrebbe anche 
a privarsi la nostra scienza di un valido sussidio in molti 
casi, e di un mezzo potentissimo di far veri progressi, come 
vedremo andando innanzi, e ponendo mente all'influenza 
speciale di questa dottrina, ritenuta giustamente per incon- 
cussa dai nostri antichi e sapienti Geometri. 

18. Frattanto da ciò che abbiamo fin qui veduto e con- 
siderato rispetto all'infinito matematico, si raccoglie agevol- 
mente, e logicamente deducesi quanto appresso: 
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i.° L' idea dell'infinito matematico è moltiplico: 
s.° La somma di più infiniti e il prodotto di una quan- 
tità finita ed intera per una infinita dà luogo a diversi 
infiniti: 

3 ° Il quoziente di una quantità infinita per una finita 
qualunque ha un valore infinito, tra cui e l'infinito divi- 
dendo esiste un rapporto finito, dato dal divisore; perciocché 

se questo quoziente fosse una quantità /", avremmo — «f, 

e quindi cioè il prodotto di due quantità finite sa- 

rebbe infinito, lo che è assurdo pel corollario primo del 

paragrafo 15. Dunque a©,, QD=moo J , ed -^-=m. Quindi 

*.° Il prodotto di un infinito per un numero qualunque 
finito, sia intero sia frazionario, è sempre un nuovo infi- 
nito; e questi diversi infiniti, come gli altri procedenti in 
genere dalla somma di più infiniti, potrebbero appellarsi 
infiniti di varia categoria, lasciando la denominazione di tn- 
finiti di vario ordine alle potenze di un qualunque infinito 
ed ai prodotti di varj infiniti moltiplicati tra loro. — Così 
OB-f-oe ==00,,; 00-4-06,+ », ,= 00^, ce, ?<», /;»,, 700,,, ec, 

^-=oo Jf ec, saranno infiniti di varia categoria; e » m ,~~. 

Qo.oo r Qe J|t ec, saranno infiniti di vario ordine: 

5.° La radice di qualunque grado n di una quantità 

infinila ha un valore infinito; perchè se si avesse y&> 
sarebbe 00=9», cioè una quantità finita elevata ad uua po- 
tenza finita, darebbe luogo ad una quantità infinita, lo che 
è falso. 

«ì.° La differenza tra due infiniti eguali e zero, e il loro 
quoziente è l'unità. 

7.° Il prodotto di zero per l'infinito, o dell' infinito per 
zero, è sempre zero: perchè 0.» vuol dire lo zero som- 
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malo infinite volle; e Io zero sommato quanle volle si vo- 
glia non può evidenlemenle produrre mai nulla; mentre 
od.O significando che dell' infinito non dee prendersi niente, 
niente dunque da questa espressione potremo ricavare. 

8.0 Ritenuto che l'infinito di primo ordine sia quello che, 
per l'applicazione dell'idea dell'infinilo ad una espressione 
matematici, risulta alla potenza 1 con coefficiente numerico 
o senza, e tale quindi che nè esplicitamente nè implicitamente 
sia una infinita aggregazione di altri infiniti o eguali a sè me- 
desimo o dello stesso ordine suo; il rapporto tra due infiniti di 
prim'ordine e della medesima specie sarà sempre una quan- 
tità finita. Infatti, tra due valori omogenei dovendo esistere 
un rapporto, questo non può essere zero, altrimenti il rappor- 
to non esisterebbe; non può essere infinito nel caso nostro, 

perchè allora si avrebbe — — »„» ed oo=Qo r Qo n , cioè 

uno dei nostri infiniti paragonati non sarebbe più di primo 
ordine, essendoché costerebbe dell'altro preso un numero 
infinito di volte, lo che contradice all'ipotesi: non può es- 
sere infinitesimo; perche, rappresentata con — una quan- 

tità infinitamente piccola qualunque, se fosse — =— , sa- 

00, 00,, 

rebbe altresì ct>.v> n =m& t cioè od,*=od • »,„. Io 
che esprime una conlradizione simile alla precedente. Dun- 
que se il rapporto tra due infiniti di prim'ordine non è nè 
zero, nè infinito, nè infinitesimo, sarà necessariamente fini- 
to, e si avrà °* u-n . — Nell'islesso modo si prova che finito 

è pure il rapporto tra due infiniti di eguale ordine. — Quindi 
9.° Se qo ed », sono due infiniti del medesimo ordine 

e della medesima specie, poiché ^=n, sarà oe=Hoo |t cioè 

qualunque infinito può essere espresso da un altro omo- 
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genco dell'ordine slesso e affetto da un coefficiente nume- 
rico. Quindi 

io.» La differenza fra due differenti infiniti omogenei 
di un medesimo ordine è infinita: perchè essendo od =n od , , 
sarà od — od — 00,=^ — i)m r Ma in virtù del co- 
rollario quarto, (n — 1) oc dunque 00 — od È 
poi evidente che a più forte ragione sarà infinita la diffe- 
renza tra due infiniti di vario ordine. 

II.* Finalmente, avendo un valore infinito anche l'espres- 
sione oo^r» (15. 2.°), sarà in generale ° c ^"— =/i^+r— ; cioè il 

rapporto tra due infiniti di questo genere si comporrà di 
due parti, una finita, e l'altra infinitesima. 



Dimoslrazione algebrica ed elementare del principio infinitesimale. 

19. Ma se l'infinito matematico è moltiplice, e d'altronde 
la sottrazione e l'addizione di una quantità finita ad una in- 
finita deve dare un resultamelo di valore infinito (15. 2.°), 
questo infinito sarà Io stesso di quello a cui si trova unita 
o da cui risulta separala la quantità finita, ovvero sarà di- 
terso? Cioè, in un resultato cui si pervenga per l'applicazio- 
ne esplicita o implicita dell'idea dell'infinito, sarà od, 
ov vero dovrà essere oo+h^oo,? — Per rispondere a que- 
sla domanda, o per risolvere una tale questione, è chiaro 
che bisogna mettere in relazione l'idea generale dell'infinito 
matematico con quella di una quantità finita qualunque, e 
quindi tentare se con qualche operazione e con qualche prin- 
cipio noto e incontrastabile si perviene alla cognizione del 
rapporto, che esse hanno tra di loro nel senso enunciato. — 
Or ecco il metodo puramente algebrico ed elementare, e 
forse il più semplice, che può a questo scopo tenersi. 
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Prendendo l'espressione e sviluppandola col nolo 

modo di divisione, si sa, e da lutti si aramene, che nasce 
una serie con legge ben manifesta, e capace di un numero 
infinito di termini; in guisa che si ritiene (quando i valori 
positivi di x sieno minori dell'unità) come inconcussa l'equa- 
zione (1)... j^=l-l-x-+-x a -+-a; 3 -f-ec., procedente all'infinito 

con x tanto positiva che negativa. Se adesso rappresentiamo 
con od il numero totale dei termini del secondo membro di 
questa equazione, ed ammettiamo come evidente o come 
facilissimo a vedersi, che il prodotto di un polinomio per un 
monomio dee necessariamente avere tanti termini quanti ne ha 
il polinomio medesimo; è chiaro che, trasportando nel primo 
membro dell'equazione (1) il primo termine del secondo 
membro, in questo ne resteranno od — 1, ed avremo (2)... 

— l=x-+-jc 2 -hjc 3 -4-ee. Ma (3)... * = ~l~~~~ ==! ~~ 



jc^^^)=x(lH-x-hx a -|-x 3 -4-ec.), e il numero dei termini di 

questo prodotto dev' esser dato da quello del fattor polino- 
mio, cioè da », giusta l'assioma o il teorema premesso. 
D'altronde, supponendo che si eseguisca questa moltiplica- 
zione, i due valori j- 1, dati dalla (2) e dalla (3), co- 
minciano col medesimo termine e procedono colla mede- 
sima legge sì in ordine ai segni , sì in ordine ai coefficienti 
ed agli esponenti della identica x: dunque non potrebbero 
essere uguali se non avessero un egual numero di termini. 
Ma il secondo membro della equazione (2) ne ha od — 1 ; 
quello della (3) ne ha oo: dunque oo— l=oo. 

Ma se 00—1=00, sarà del pari oo— 1 — l=oo — 1, 
ossia oo — 2=oo — 1= oo; ed egualmente oo — 2 — 1= oo — 1, 
ovvero oo — 3= od — l=»oo ; e quindi oo — 4=oo — l=oo , 
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od — 5= oo — 1=06, ed od — jj=qo, essendo n un numero 
qualunque intero. Ma se togliendo da od un numero qua- 
lunque intero comunque grande si ha di resto l'infipilo me- 
desimo, a più forle ragione si avrà oo— /=oo con f fra- 
zione propria qualunque, siccome d'altronde verrebbesi a 

stabilire ponendo — | in luogo di 1 ne!l equazione 

in in 

qd — 1 = oo, e supponendo r<m. Infatti , si avrebbe 
od — — =oo, donde oo = ooH — — .Ora, la con- 

m ni ni ni 

dizione di r<m ci dà m — r quantità positiva: dunque la 

sottrazione di - da od e l'aggiunta di allo stesso fo- 
ro ni 

finito bisogna che lascino questo inalterato, altrimenti non 
potrebbe sussistere l'ultima equazione, essendo assurdo che 
una quantità effettivamente diminuita di qualche cosa egua- 
gli la stessa quantità accresciuta effettivamente di qualche 
altra cosa. Dunque l'equazione oo — n=oo è vera con ti 
qualunque: e poiché da essa viene oo = oo-h«, ossia 
oo-f-n=oo, ne consegue per ultimo... (1)... 00^1=00. 

20. Questa deduzione però suppone che il teorema 
00 — l=oo , da cui si diparte, sia non solo relativo a con- 
clusioni finali implicanti l'infinito, ma anche generale, e 
quindi non proprio esclusivamente del caso algebrico, dal 
quale è desunto. Or (al supposto è legittimo, perchè quanto 
si ammette con esso è rigorosamente vero. — Infatti, il 
nostro 00 è indipendente dal valore della x e da quello 
della serie su cui abbiamo operato; e la nostra conclusione, 
00—1=00, non nasce punto dalla rettificazione di un qual- 
che particolare risul lamento. L'equazione £-KE a -h£ 3 -hec.=5 

(lO. (2) e (3)), è matematicamente rigorosa per- 
chè insiste sull'assioma che due quantità eguali ad una terza 
sono eguali tra loro, essendoché l'uno e l'altro membro della 
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medesima corrisponde ad — * '• «ssa dunque non ha 
bisogno di correzione veruna, ed è anco indipendente dal- 
l'idea dell'infinito. Questa ve l'applichiamo in seguito in 
ordine al numero dei termini che ne costituiscono i due 
membri; e valendoci del concetto della identità di questi, 
non che del diverso modo di conseguirli, discuopriamo una 
proprietà relativa dell'infinito posto in campo. 11 nostro breve 
ed elementarissimo processo è stato dunque tm mezzo per 
giungere alla cognizione di tal proprietà, e non ne è, per con- 
seguenza, il generatore o la causa. Esso è stalo come un 
raggio di luce, che ci ha fatto vedere un oggetto opaco 
circostante, su cui si e riflesso; è quindi causa della visione 
di quello, non della sua esistenza: o per parlare più mate- 
maticamente, il nostro metodo ricade tra quelli, de' quali 
ci serviamo nella scienza nostra per investigare varj rap- 
porti tra delle quantità date, qual sarebbe (per esempio) 
il sistema delle coordinale in Geometria analitica; rispetto 
a cui nessuno ha mai creduto, nè vorrà creder giammai, 
che le verità per esso dedotte, che le proprietà delle curve, 
delle superfìcie, dei solidi, fatte palesi con esso, ccsserebber 
di esistere rinunziando al sistema islesso, o che siano vere 
solo perchè il medesimo è giusto ed efficace. Col sussidio 
di questo sistema pronunziamo sul Circolo, sulla Parabola, 
sulla Sfera, ec. ec, che in qualche modo vi si appoggiano: 
coll'aiulo del nostro semplicissimo (che poi in soslanza in- 
clude tutte le operazioni elementari dell'Algebra ) portiamo 
giudizio sull'infinito matematico, che da un tal metodo ci 
viene indirettamente somministralo. — Il teorema od — 1— od 
è dunque astratto o generale per il nostro od, sebbene ri- 
sulti da un procedimento algebrico alquanto particolare, per- 
chè ne è sostanzialmente indipendenle. — Appella poi a 
resullamenti o a conclusioni, perchè la ripugnanza del con- 

3 
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ira rio, cioè l'assurdità di ao — I < » . non si manifesta die 
dopo aver conseguito il resultato algebrico, da cui esso teo- 
rema deducesi, non sembrando assurda in altre circostanze, 
ma parendo anzi molto coerente alla ragione, la disegua- 
glianza or riferita. Quando poi si volesse ritenere, siccome 
in vero par chiaro e preciso, che il ricordato teorema debba 
aver luogo ogni qual volta sta questione di valutare la entità 
numerica o matematica delf 'espressione a© — 1, sarà sempre in- 
negabile la legittimità dell'applicazione del teorema slesso 
ai rcsul la menti, ne' quali od — 1 comparisca, perchè nelle 
conclusioni algebriche si cerca sempre di formarci un* idea 
o di prendere cognizione del valore di qualche cosa. 

21. E che il teorema od — l=oo abbia le condizioni ora 
affermate, e che quindi sia rigorosa la deduzione 00+11=00», 
ove si tratti di computare la entità matematica di 00 ^w», si 
desume con argomento di fatto, perchè l'equazione 00+»=» 
può conseguirsi anche indipendentemente dalla generalità di 
od — l=c», e sempre in modo elementare ed algebrico. — In 
falli, ripresa l'equazione (1) del paragrafo (19), se nel primo 
membro si trasportino i primi n termini del secondo, si 

avrà (5)... 1— jc— jc a — ec— x»- I ==x"-Kc B -+- | -f-ec. , e 

in questo secondo membro non avremo evidentemente che 
oe — n termini. Riducendo ora al medesimo denominatore, 

sarà facile vedere che (6)... 1— x— x 3 — ec— x"- ! «~ 

Dunque (7)... x»^-j^ , ^x^ a -hec.===j"( i: ^ : ). 

Ma il primo membro di questa equazione ha oo — 11 termini, 
ed il secondo ne ha 00, perchè non può averne che quanti 

se ne competono al fattore il quale ne ha » (19): d'al- 
tronde se supponesi di sostituire il valore di e di mol- 
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liplicare per x n , ben si scorge che l'uno e l'altro membro 
della (7) è funzione della medesima x, comincia col me- 
desimo termine, e procede colla medesima legge sì rispetto 
ai segni che ai coefficienti ed agli esponenti; dunque non 
potrebbero essere uguali senza essere identici , lo che im- 
porla eguaglianza assoluta nel numero dei loro termini, ed 
esige quindi cbe sia necessariamente (8)... od — n=ao. 

Similmente, se nella slessa equazione (1) si aggiungano 
ad un membro ed air altro n termini in continuazione della 

serie che costituisce il secondo membro, avremo (9)... j^r*~ 
I ! ili 1 

— h— -4-ec. -f- sm — -hec. H — hi -hx-KEM- ec , ove 

x* x»-* X X* X»-' X 

per la fatta aggiunta dovremo ammettere od-ri termini. 
Ma, ridotto al medesimo denominatore il primo membro, 

otterremo agevolmente (10) . . . ^~ e -^- x \r^ x l-, 1 ec --^~~= 

x^(tÌr)* e qUlndl ( ! h> 1 J- 1 C C-H^-Ht-4-X-HJt»-4-eC^g 

— ( r '— ): e poiché il secondo membro di questa non può 

avere che » termini, ripetuto il ragionamento de) caso pre- 
cedente ne concluderemo dover essere od-hi— », d'onde 
per ultimo (12)... ao^n—oo. 

22. Il nostro » esprime l'idea astratta dell'infinito nu- 
merico in virtù del modo col quale si è introdotto in cal- 
colo; quindi rappresenta l'infinito matematico in genere, e 
l'equazione finale, a cui siam pervenuti, è perciò generale, 
nel senso avvertito e dichiaralo superiormente (20). Ma sic- 
come potrebbe sembrare che l'infinito istesso fosse un infi- 
nito speciale, e quello precisamente che viene somministrato 
o suggerito dalla serie interminabile dei numeri naturali, 
considerata in rapporto al numero de' suoi termini; per ri- 
muover qualunque dubbio o difficoltà sarà necessario far 
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vedere che, ammessa pure questa specialità, se l'equazione 
oDHHno-"» si verifica pel nostro oc, sarà pur vera, nelle 
stesse circostanze, per un altro infinito comunque diverso 
da quello. — Or tal dimostrazione è facilissima. Infatti, rap- 
presentando con od, un infinito qualunque differente dal no- 
stro oo, ma dello stesso ordine suo, cioè di primo (18. 8.°), 
poiché (18.9.°) ao«=»moD, sarà od ^-±.q=niof>^zq. Ma dalla 
equazione oo-*-n= go si ha m go-4-m»=m oc ; ed mn polendo 
rappresentare q in grazia della generalità di n, avremo 
m oo = + r mri=m oo HHy=m od , e quindi oo ,;±<^m 00=00,. Dun- 
que finalmente 

I." In un resultamelo matematico la quantità finita, 
in comparazione di sintesi e di analisi coir infinita, è come 
non fosse, cioè U valore relativo della prima di fronte alla 
seconda è sempre zero. 

2. 0 Se per qualsiasi operazione matematica si pervenga 
ad un resultalo della natura e della forma di o»^f», non 
solo si può trascurare e sopprimere affatto la quantità finita 
4-n, ma si deve operare cotal soppressione, altrimenti (oltre 
a dar luogo ad una complicanza generalmente inopportuna ) 
si potrebbe far credere che l'ottenuto resullamenlo sia qual- 
che cosa di diverso dal semplice 00. 

5.° Qualora per qualche particolar motivo si lasciasse 
sussistere in un resultato la quanlilà finita in relazione di 
somma o di sottrazione colla infinita, non si potrà intender 
giammai che questa rimanga modificala, o comunque al- 
terata da quella sintesi o da quell'analisi. 

4.° Poiché da » — oo si ha 00 — oo=U), e da 00^=00 
viene 00 — 00 ^ ^ ;>==-+- n , sarà od — «=0=^rn=^ :: n ; cioè 
la quantità fluita qualunque 11, che in un resultato apparisse 
corrispondere ad 00 — 00 , dovrà sempre assumersi col suo 
valore relativo, che è zero in confronto dell'infinito; e se 
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piacesse io (ale espressione considerare il valore as&oluio 
di n, cioè il suo valore riferito all'unità numerica generale, 
questo valore non indicherà giammai la differenza tra quelle 
due quantità infinite, che costituiscono il primo membro 
e che sono eguali, ma potrà avere un'altra significazione. 

5* La differenza fra due infiniti diversi in un resultalo è 
infinita: perchè se fosse oc — oc, — t n, sarebbe ocooo^n; 
e poiché oo l= £n— «oo,, ne conseguirebbe 00= oc, contro la 
ipotesi. Perù se si ponesse oo'Hkns—oo, ed oo'^hn esprimesse 
una quantità 00' variata di un suo elemento n, allora sarebbe 
vera l'equazione oc— oo' — _i n; ma di questo caso eccezio- 
nale parleremo convenientemente a suo luogo. 

6.° Un infinito d'ordine inferiore (18.4.°) sommato o 
sottratto con un infinito d'ordine superiore, non produce 
alcun effetto su questo in un resultato, ossia il primo è come 
non fosse di faccia al secondo, e può quindi sopprimersi 
quello in comparazione di questo senza errore veruno. In 
fatti, supposto n<m, potrà sempre porsi m=-n-f-r; quindi se 
abbiasi oc«-h oc», sarà oo™-*- oc"»= oc x"= oc". oc r -t- 
oc»»= oc* ; oC-^hI). Ma qualunque sia r, purché positivo come 
nel caso nostro, oc è una quantità infinita { 18. 4.° e 5.°); 
dunque oc^l — oc r (quivi, 1.°), ed oc™^ oc"= oc". oc r = 
oc'H-'s» oc 7 ". Inoltre, se sia dato oc «hh oc», fatto oc ,■=>}) oo 
(18.9.°, avremo oo"M-p» oc"= oc w -H--Hn" oc"= oc n ( oc r ^/j")= 
(quivi, t.°) oc". oc r = oc*", cioè oc"^ oc,"— oc"', con m=»-4-r 
come sopra. In fine se abbiansi in relazione di sintesi e di 
analisi varj prodotti d'infiniti diversi, 00 oc, oo„, oc,,, oc^ec.ec, 
sarà qui pure 00 oo, Wtf+z oo J(l oc H|) =«= 00 oo, 00,,; perchè po- 
sto oc HJ =poo,, risulterà 00 oo, oo, jZ t oo n , x nl ,=* 
oo, oc„( oe:±:7>7V="(quivi 1-°) 00 00, oc (| — Non si parla poi delle 
potenze e delle dimensioni degl'infiniti della forma ocn^n, per- 
chè in un resultalo essendo zc+n= oo,sarebbe( oc^nì"** oo"S 
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siccome anche otterremmo sviluppando la potenza ( *-±iì n ', 
osservando che i fattori finiti non alterano l'ordine dell* infi- 
nito cui fanno da coefficiente (18. 4.° 8.° e 9.°), ed applicando 
allo sviluppo il canone fissato al principio del presente co- 
rollario: quindi il caso in discorso rientra fra quelli qui pre- 
cedentemente contemplati. 

23. Stabilita così la prima parte del Principio infinite- 
simale, conforme lo abbiamo enunciato (ti), è facile adesso 
dedurre immediatamente la verità della seconda e della ter- 
za. Infatti, cominciando dagl'infinitesimi, siccome questi non 
sono che quantità infinitamente piccole, è chiaro che ogni 

infinitesimo potrà rappresentarsi con e poiché tanto il 

numeratore quanto il denominatore di questa frazione può, 
ciascuno nella sua specie, variare in infiniti modi, ne con- 
segue che anco gì' infinitesimi possono esser varj e diver- 
sificare innumerabilmenle tra loro, qualmente rilevasi an- 
che dalla considerazione dei medesimi come elementi delle 
quantità; perchè se le quantità propriamente dette sono 
molte e diverse, molli e diversi ne saran pure gli ele- 
menti, siccome quelli che quasi in germe le contengono e 
le rappresentano. — Se ora suppongasi di avere in rela- 
zione semplicemente aritmetica di sintesi e di analisi una 

quantità finita qualunque q con un infinitesimo -, dico che 

OD 

la entità puramente matematica della espressione q+~ è 
la sola q in un resultato; perciocché, essendo q+ n ~ 9Q *~", 

00 00 

ed avendosi, per le cose già dimostrate q <x>-±n=q oo, sarà 
altresì q±:~=q-=q, (18. 6.°V — Del pari, se abbiasi 

~±--;» over sia positivo e maggiore di 1, sarà —±— => 

00 00 ce Oc r 

— ; perche -= — , ed m a r - I -+-u=m oc^ 1 : quin- 
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di m ± n «T m ^ t rrJH.. In fine se ci resultino in confronto 

oo — OC r OC r 00 

di somma e di sottrazione infinitesimi di varia dimensione, 
non sarà meno agevole il concludere, mediante la riduzione 
al medesimo denominatore e l'ultimo corollario del para- 
grafo precedente, che gl'infinitesimi di maggior dimensione 
son nulli in comparazione di quelli che sono afletti da di- 
mensione minore. Dunque 

1.° Gl'infinitesimi, in valutazione affatto aritmetica o in 
un resultato matematico, sono come non fossero di faccia 
alla quantità finita. 

s.* Gl'infinitesimi di ordine superiore son nulli in com- 
parazione di semplice sintesi e analisi con quelli di un or- 
dine inferiore. 

3.* Gl'infinitesimi, considerali in se stessi, sono qualche 
cosa, e diversificano perciò essenzialmente dallo zero o dal 
nulla; ma considerati in rapporto alla quantità finita, all'in- 
finitesima di un grado subalterno, ed a più forte ragione 
alla infinita, non hanno alcun valore nella computazione 
della entità matematica dell'espressione mista, in cui risul- 
tano. Sono dunque essi in condizione perfettameule simile 
a quella delle quantità finite di faccia alle infinite; e, come 
le finite, hanno le infinitesime due significazioni distintis- 
sime, una pel modo assoluto di considerarle, una pel modo 
relativo. 

*.° Tra gT infinitesimi hanno luogo relazioni analoghe 
a quelle, che abbiamo avvertile Ira gl'infiniti (18. 22); si ha, 
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24. Venendo, in secondo luogo, alta parte del noslro 
Principio che riguarda le Curve, proponiamoci per prima 
cosa d'investigare il rapporto di un arco infinitesimo di 
circolo colla sua tangente e colla sua corda. Poiché la lan- 

gente di un arco x<90° e data da t=x-+- -+- 5 5 -i-ec., e la 

(x x' X 5 \ 

corda dell'arco istesso e c=2senjjc=2^— - 0 ^ B c c.J= 

x' X* 

x «il "_ Q _ _ ~' ec. ; nel caso che x sia infinitamente pic- 
colo e si cangi in dx, applicando il canone stabilito adesso 
su gl'infinitesimi si avrà immediatamente (— <to=c. Ma que- 
sti tre elementi geometrici non potrebbero evidentemente 
essere uguali senza coincidere; dunque Varco infinitesimo di 
un cerchio si confonde colla sua corda e colla sua tangente, 
ed è perciò rettilineo. 

25. Estendiamo adesso la nostra ricerca ad un arco 
infinitesimo di una curva piana qualunque. Se alle estre- 
mità A e B di un arco AB (Fig. 5) si conducano le tan- 
genti AC, BD, e la corda AB, è evidente che quanto più 
scema l'angolo esterno AID delle tangenti che s'incontrano 
in I, tanto più vanno appressandosi i punti di contatto, e 
diminuiscono quindi AI, Bl ed AB. Ponendo pertanto A1=a, 
BI=6, AB«c, ed AlD=x, sarà A1B=180°— x,e la Trigono- 
metria ci darà c a =a a -f-ò a — 2oAcosAIB=a a -f-6 a -h2a6cosjc=» 

(x' x* \ «Ar* 

1 ~ì"^Trr" ec v =a2 ^ 3+2a6 ~ aò,ra "^4"" ec< ' 

ossia c»=(a-h6) a — abx*(ì — * 4 | o c). Ma supposto x infini- 
tesimo, tutto il fattore dentro parentesi riducesi ad 1, suo 
primo termine, in virtù del Principio infinitesimale, superior- 
mente dimostralo; il perchè si ha intanto c 3 =(a-h6) a — ahx*. 
Ma se x infinitesimo rende infinitesime a e 6, (a-M>) a è un 
infinitesimo di second' ordine, ed abx* è di quarto; se poi 
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si volesse concedere che a e 0 fossero quantità finite, sa- 
rebbe quantità finita (a-+-6) a , e infinitesima di second i i l me 
abx 2 : dunque in ogni modo (<H-6) 2 — al*x*=*[a-t-by in forza 
del Principio medesimo, e quindi c a — (a-h^) 2 , e c=a-M>. Ma 
c non può eguagliare a-+-A finché queste tre rette riman- 
gono distinte; dunque fa di mestieri che si foudano in una 
sola: e poiché questa fusione non è possibile se non avvenga 
insieme con quella dell'arco interposto, ne consegue che que- 
sto dovrà essere rettilineo. Ora, o il nostro x infinitesimo 
riduce infinitesimo l'arco AB, e resta provato che Carco m- 
finitesimo di una curva piana qualunque è rettilineo ; o si vuol 
supporre che lo lasci assegnabile o finito, e allora se quan- 
tunque finito è rettilineo, a più forte ragione sarà tale con- 
siderandolo infinitesimo. In ogni caso è dunque vero il teo- 
rema adesso enunciato. 

26. Da questo si deduce assai facilmente, che una por- 
zione elementare o infinitesima di una superficie curva qua- 
lunque, è piana. Infatti, se ad un punto M di una tal su- 
perfìcie convessa MQRN^ra ( Fig. 6 ) si conduca un piano 
tangente ABCD, e quindi per PM normale in M ad esso 
piano si suppongano condotti i piani secanti EFPM, GHPM, ec, 
questi piani formeranno sulla superficie curva gli archi HMr, 
nMN, ec, e sul piano tangente le rette EL, Gì, ec., le quali 
saranno a quegli archi respettivamente tangenti. Ora, Varco 
infinitesimo essendo rettilineo e confondendosi colla sua tan- 
gente, ne consegue che a distanze infinitesime da M (uguali 
o differenti Ira loro) i punti della data superficie convessa 
si trovano per ogni verso sul piano tangente, col quale dun- 
que coincide una porzione infinitesima della superficie curva 
qualunque, purché non affetta da accidentalità che in estrema 
prossimità di M ne disturbino la continuità della curvatura, 
siccome qui supponiamo. 



Digitized by Google 



42 

27. Abbiasi finalmente una Curva storia, o a doppia cur- 
va tura, CBDK (Fig. 7), la quale sia riferita a Ire assi ortogo- 
nali AX, AY, AZ, comecché esistente in più piani, o nello spo- 
sto, siccome suol dirsi. — Se ne immaginiamo proiettalo 
l'arco qualunque CK sul piano delle xy col mezzo di coordi- 
nate CG, BE, KH ec. parallele all'asse Z, la linea di proiezione 
GEH sarà necessariamente una curva piana. Ma presa una 
porzione infinitesima BD su CK, sarà infinitesima altresì la 
sua proiezione EF, la quale, appartenendo ad una curva pia- 
na, è dunque rettilinea (25). Dunque l'arco elementare EF è nel 
piano delle ordinale parallele BE, DF, sul quale per conse- 
guenza dovrà trovarsi anche BD, altrimenti 1 punti intermedj 
tra B e D (serene sono) non verrebbero proiettali sopra EF; 
e poiché BD è infinitesimo per ipotesi, è dunque un arco pia- 
no infinitamente piccolo, e perciò rettilineo (25). — Dunque 
ogni arco infinitesimo di qualsiasi linea curva, è rettilineo. 

28. Resta dunque bastanlemenle dimostrato, che intro- 
dotta in calcolo la quantità infinita e infinitesima, l'applica- 
zione del Principio infinitesimale ai resultameli rende questi 
matematicamente esatti e sicuri. Questo Principio costituisce 
dunque il Canone, secondo il quale possiamo liberamente far 
uso nella scienza nostra dell'idea dell'infinito, senza tema di 
mancare di rigore nelle conseguenti deduzioni (13): di che 
falli certi, ed assicurale così le basi del nostro edifizio san- 
tifico, procederemo immediatamente a porvi mano. 

Differenziazione delle Funzioni di una sola variabile. 

i 

29. Il Calcolo Differenziale, considerato in sè slesso e 
indipendentemente dallo scopo finale cui serve di base (10. 6.°), 
essendo quella parte delle Matematiche, la quale ha per og- 
getto la investigazione dei rapporti Ira gli elementi delle 
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Funzioni e quelli dello quanlilà variabili, in esse Funzioni 
contenute (10. 3.° 4.° 5.% ne consegue che questo Calcolo do- 
vrà prendere in esame tutte le forme, delle quali è suscet- 
tivo un valore matematico, supporre che includano una 
variabile almeno, introdurvi l'idea del suo elemento, e 
quindi accedere alla ricerca della relazione adesso indicala. 
Dobbiamo dunque farci a considerare sotto questo rispetto 
le Funzioni tanto algebriche quanto trascendenti: ma prima 
di venire al particolare, sarà ottimo divisamento quello di 
stabilire in genere un metodo regolare, applicabile ad ogni 
caso speciale in ordine all'intento nostro, ossia di risolvere 
il problema attuale nella sua universalità, riducendo così la 
questione delle funzioni particolari ad un procedimento uni- 
forme e ad una pura operazione d'algebra ordinaria. 

30. A tale effetto abbiamo bisogno di una espressione 
di partenza, la quale contenga una relazione fondamentale 
tra tfx, elemento della variabile x, e d' r V, elemento della 
funzione qualunque tp(x). Or questa espressione ci viene som- 
ministrata immediatamente dal paragrafo 10. 4.° (pag. 20]; 
perciocché, se si suppone che eoli' aumentare della variabile, 
aumenti anche il valore della funzione, si ha dal luogo citato: 

(A) . . . d^[x)=}{x-{-dx) 

e se crescendo x, scema l'entità del nuovo stato della fun- 
zione, ci dà 

(B) . . . (h{x)-^?{x)—y(x~+dx) , 

dalle quali equazioni deducesì intanto, per i due respet- 
livi casi, 

(C) . . . ^x+dx^fo^dftx), 

(D) . . . q{xf^?{x+dx s p^q[x\ 

E cosa evidente adesso che il rapporto d<p(x):dx non potrà 
giammai conseguirsi finché dx rimanga inviluppalo o trat- 
tenuto dalla forma p della data funzione: sarà dunque neces- 
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sario svilupparlo o emanciparlo dai vincoli di quella forma 
per l f intento nostro; al quale oggetto dovremo ricorrere 
al sussidio delle trasformazioni, arte potente e perenne di 
tutta la Matematica. Ma la trasformazione di <?[x-\-dx) dovrà 
esser tale che dx vi si trovi affatto esplicito: dunque sarà 
facile vedere che, pel nostro scopo, non potremo che sup- 
porre ed esigere che venga espressa da una serie ordinata 
per le potenze di dx, e che sia perciò 

(E) . . . ^x+dx)=P-l-Mx-hll{dx *+C(dx) 3 -4-ec. 
cou P, A, li, C ec. indipendenti dalla variazione infinitesima dx* 
Rispetto però a questa indipendenza bisogna fare una 
osservazione importante. In quanto i coefficienti A, B, C ec. 
non contengono dee, o non ne sono funzioni, sono indipen- 
denti da dx medesimo, e la loro entità non dipende da 
quella di esso elemento; ma in quanto hanno vita o esi- 
stenza per la operala variazione nella funzione proposta, 
hanno realmente un'attinenza o una dipendenza da dx, che 
potrebbe dirsi implicita, manifesta cosa essendo che senza 
il concetto della variazione dx, non ci sarebbe quello della 
funzione variata, o di q{x-hIx}; e senza l'idea di y(x-+-dx) 
non esisterebbe quella del suo sviluppo ordinato o comun- 
que dato per dx, nè quindi l'altra di A, B, C ec. — Non 
così avviene rapporto alla quantità P. Essa non solo non 
contiene dx, ma non ne è neppure coefficiente, cioè serba 
una indipendenza assoluta da dx medesimo, chiaro apparen- 
do che eliminando ancora il concetto generico di variazione, 
può aver P una esistenza, niente vietando il porre cx=P. — 
Se dunque P è assolutamente indipendente da dx, in qualun- 
que modo riguardisi questo elemento o qual variazione o 
quale entità matematica, e d'altronde P istesso deve trarre 
la sua origine da ox, non potrà dunque essere che ox me- 
desima: perchè sopprimendo l'idea di variazione, è proprio 
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<px per l'equazione (E); e (ornando ad ammetterla, non ha 
relazione con dx per cui debba in questo caso diventar qual- 
che cosa di diverso dalla funzione primitiva. Si ha dunque 

(F) . . . <p{x+dx)=<px+Adx-hK{dx)*-\-C(dx)S-ì-ec. 
Questa equazione è perfettamente logica; perchè il primo 
membro abbraccia implicitamente due concelti, quello di 
una funzione di a?, e l'altro di una sua variazione; e il 
membro secondo dichiara esplicitamente di essere per l'ap- 
punto la funzione proposta, seguita da qualche cosa dipen- 
dente dall'elemento modi fica tore: alla trasformazione devesi 
il merito dell' esplicamento , e con questo non si è dunque 
alterata l'entità sostanziale della espressione <?(x-hdx). 

Ponendo adesso invece di <p(x-hdx) il suo valore dato 
dall'equazione (C), e togliendo o(x) da un membro e dal- 
l'altro, avremo 

(G) . . . ±J?(x)=Adx+l^dxy+C(dxY-Hsc. 
Dividendo quindi per dx tutta questa equazione, ed appli- 
cando il principio infinitesimale (23. l.° e 2.°), nel supposto 
che A, B, C ec. siano quantità finite per un valor qualunque 
di x, di cui possono esser funzioni, otterremo finalmente 
pel cercato rapporto 

(H) . . . -JM«d:A, ed (I) . . , d<p{x)=+Adx. 

Cioè: « il rapporto dell'elemento di una funzione qualun- 
que all'elemento della variabile è dato dal coefficiente del 
dx alla prima potenza, o dal coefficiente del secondo termine 
dello sviluppo, che prende una funzione di una variabile x 
allorché vi si cangia x in x-k-dx, e si ordina per le potenze 

intere positive e crescenti di questa variazione » 

La quantità A si chiama coefficiente differenziale, ed 
anche derivata prima di x, che rappresentasi con per- 
chè deriva da ? *, ed è generalmente una nuova funzione di r. 
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L'elemento poi dp(x) dicesi differenziale della funzione, come 
appellasi differenziale della variabile l'elemento dx. 

31. E qui non sarà inutile avvertire, che il coefficiente 
differenziale A è quello slesso che si otterrebbe facendo va- 
riare la x in <p(x) di una quantità finita qualunque 3x, e 
sviluppando ©(x-+-3x) come sopra; perchè il valore di que- 
sto coefficiente non dipende punto dalla entità della varia- 
zione della variabile, siccome abbiam visto (30), ma solo 
dalla realtà del concetto di variazione. — Anzi, questa spe- 
cialità ci offre un altro mezzo, alquanto diverso dal prece- 
dente, di stabilire le equazioni (H) ed l , Infatti, svolgendo 
in serie, ordinala per le potenze intere positive e crescenti 
della variazione dx, la funzione variata, avremo: 

(L) . . . 9(x^x)=P^AÒxH-B(ox) a -4-C(6x) 3 -+-ec. 
Ora, o col ragionamento dell'antecedente numero, o 
colla teoria dei coefficienti indeterminati, si prova che N=?x: 
dunque sarà: 

(M) . . . <p(x-i-dx) — ?x=Aòx^Bòx) 2 -+-C(0x) 3 -f-ec. 
Ma il primo membro di questa equazione essendo la diffe- 
renza tra la funzione variata e la funzione primitiva, esprime 
la variazione della funzione, che rappresenteremo con à<f(x): 
dunque dividendo l'uno e l'altro membro per dx, abbiamo 

(N) . . . -jH=:A-f.B3x-4-C(dx)»-l-ec. 

CI X 

che dà il rapporto tra la variazione di una funzione e la va- 
riazione qualunque della sua variabile. Se quindi quest'ultima 
variazione sia infinitesima, ovvero se abbiasi 3x=dx, ram- 
mentando che in questo caso <ìyx=y[x-T-dx) — p(x)«=dp(x) (30. 
(A)e(B)), ed applicando il principio infinitesimale, ne risulterà 

(P) . . . ^!=A, e dp(x)=Adx, come sopra. 

É poi chiara la ragione della condizione, da cui pure 
si è fallo dipendere la validità in generale delle equazioni M 
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ed (I); essendo evidente, che se alcuno dei cofficienti B, C, ec 
potesse avere un valore infinito, allora qualche prodotto, 
come Bdx, potrebb' essere finito ed anche infinito (23. 4.°), 
e in tal caso potrebbe non essere eliminabile di fronte ad A, 
e così riuscir male applicato il principio infinitesimale. — 
Ciò pertanto stabilito, passiamo a qualche particolare ap- 
plicazione, facendoci ad investigare i differenziali di speciali 
funzioni di una variabile, appoggiati adesso interamente alle 
risorse dell'Algebra. 

32. Abbiasi t <p[x}=*a-+4>x, e se ne voglia il differen- 
ziale. Sarà (30. (A) ed (I)) d<p(x)=a-hb{x-\-dx) — (a-hOx)= 
Qr+-bx-\-bdx — a — bx—bdx. Dunque d(a-\-bx)=bdx , senza 
vestigio del termine a costante. 

Importa osservare che dbx=*bdx, e che più general- 
mente si ha dbf{x)=bdf{x) . Infatti, essendo d?[x)=kdx 
(30.(1)), sarà bd?{x)=bAdx; e frattanto db?{x)-=b?{x-Hlx)— 

kp(x) (30. (A) }^<p(x)^kdx-{-bBx*-hec.—b<p{x) ( 30 -( F ))= 
bXdx. Dunque db?(x)==> bd<p(x). 

a.» Sia fp[x)^=a-\-bx m con m qualunque. Siccome con m 
positivo o negativo, intero o frazionario, la formula del 
Binomio di Newton dà [x+dxY l ==x'*-Hnx m - 1 dx-+- 

m( ^~' ! ^ - a (d^) 1 -t-ec. , avremo d(p{x)'=a-{-b{x-hdx) m —a^ 

bx m =^(x m +mx m ~ t dx)-^x m c~bx m -ì-bmx m -*dx — bx" 1 . Dun- 
que d(a-ì-bx m )=bmx m - l dx, come avremmo ottenuto anche 
se non ci fosse stata la costante a, vale a dire pel differen- 
ziale del solo termine variabile bx™. 

3.° Sia $(x)=>(a'+bx m y i . Posto y^a-hbx™, sarà yx^* y n , 
e d<p(x}=ny*- l dy t in virtù del teorema precedente. Ma, pel 
teorema istesso, dy=d[a-\-l)x m )=bmx m - l dx : dunque, re- 
stituendo il valore di y, otterremo d<p(x)==td(a-\-bx m ) n ==* 
«(a-t-fta^y»-» . bmx™- 1 d:i^= n (a-h&r l d{a -+-bx m ). 
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4. ° Sia <p(c)=a^x , »-hcx n -\-gx r -±-(ie. Sarà drp{x)=.... 
a-^x^^x) m ^(x-\-dxy i -hg(x-HÌxY-{-cc — a — 6i w — ex"— 
ga r — ac^=a-hbx m -hbtna/"- l d.i -±cx Jl -hcitj*- ì dx-Hjx r -+- .... 
^ra^-'J^-f-ec. — a—bx™ — zxP—gxf — ec. Dunque d(a-\-bx m -h 
cx"^x r +w} j ^bmx m - l dx-+-wx n - x dx-hgrx r - l dx-+-ec.==~ 
d(bx m )-hd(cx n )- i -d[gx r )-\-ec. 

5. ° Sia ^x)^a^f,x m )(c-¥-gx n ). Sarà d?(x)=~[a'*-b(x+dx) m ) 
(c-^x-i^Y)—(d^j&\c+gx»y - * (a i ft ju* 1 òwtac»- 1 J.xH-- 

(<H-6x«)(c-i-{7x")H-{c-»^a*) . fona^'d^H^a-t^x») . gnx«- l dx — 
[a-i-bxnyp-hgx*) , arrestandoci sempre negli sviluppi alla 
prima polenta del dar, giusta il canone del precedente paragra- 
fo 31. Dunque d\{a^x m )[c-hgx") \=(c-+-qx n ) . bnìx m - l dx-+- 
(a+bx»*) . gnx tt - l dx=-[c-^(jx' 1 ) . d(a^/a>«)4-(u-H^x'«).d(c-+-f7r n ). 

c.° Sia c(x = -. Sara ddx)=-~— — — — 

' * ; c-\-gx» TK ' c-k-g(x-k-Jxj' <H-gx* 

e riducendo al medesimo denominatore e sviluppando op- 
portunamente, avremo: d^{x)={ ac-*-dfix r, -+lic{x rt '-\-mx nt - t ~. 
dx-Hiv.)-+-bgx n lx m -\-mx m - l dx-+-M\) — uc — l>cx m —a(j[x n -\- — 
iix n - l dx-+-vc) — bgx m (x"-\-tix ,l - 1 dx-t-ec.) | : [c-\-(jx"){c-+-gx ,l + 
gnaP^da+QC^B j bcmx m ~ l dx^-b(jx il . mx m ~ 1 dx — agux n ~ l dx— 
byx"' . nx n - 1 dx—V(dx)' ì } : { (c+gx"Y-+-[c-hgx") . Qdx J sa — 

{ bmx^dx . [c-t-garf—gnxr-Wx . [a-hùx™)— \\dxp } : 

j(c-f^r») a -h{c-+-ffa^).Qdx}. Eseguendo ora la divisione, 
sarà facile vedere die d^(.r) = { bmx m - 1 dx . (c+ji")- — 
i/iix»-'^ . (a-+&c«) } : {c-hox"Y-hll[dxY - Dunque 

^/n-^-bx">\ brnx m -'dx . (c-t-C-c", — gnx»- l dx { a+bx») 

(c-+-ir.r'») . f/{o-|-6x") — f<i-+-*r"J .d{c-\-gx») 

7.° Sia, più generalmente, ^(x)=a-^b¥[x)-\-cf{x)-h — 
g>Ux)-t-ec , polinomio di più funzioni di x. Sarà d?(a;)=» 
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c/l*>-^(*)— ecs(3a (C) )a^F(^)-h6rfF(x)-4-^(a;)-h€^)-4- 
^x)-H7dif{x)-f-ec. — a— òF(x)— c/[;r)— gty{x)— ec. =MF(x)-h 
cd/(x)-H7d(|{x)-{-ec. Dunque d{cH-b¥(x)-i-cf[x)-{-g^{x)-hec.)= 

Sia <?(*)='K*) • /W • F W —Sarà d<fe)==iftx+dx) . 

[(x+dx) . F^-Hfx) . . . — ifoc) . f(x) . F(jc) . . . — (<j,( x )-Hty (*) ) 

tfW-W/fc) ) (F W-HfF(x) ftr) ^) . /"(*) . 

¥(x) . . . -hftr) . F(a?) . . . d^(x)+<j,(x) . F(a?) . . . d/[x)+<fe) .f(x) . . . 
dF(*)-r-F(«) . . . dftx) . df{x)-hf(x) . .. dd{x) . d¥{x)-h^{x) . . . df(x). 
d¥(x)-Hl<p(x) . df[x) . dF(*)-4(x) . /" [x) .¥{x).... Dunque, osser- 
vando che i prodotti dei differenziali di due o più funzioni 
contengono l'elemento dx alla seconda potenza, e che perciò 
non posson far parie del differenziale cercato ( 30. (I)), avre- 
mo d { iftx) . f[x) . ¥[x) ...}■= f[x) . ¥{x) . . . d^nfix) . F(x) . . . 
df[x)+>>,(x).f(x)...d¥(x). 

9.- Sia 9 *«/ (x} . Sarà d^w/^L^ 

y F(x) 0411 a w< rW F(x-4-rfx) F(x) 

F(x) . (n*)rHn*))r-ft*) ■ (F(*H^fF(*)) F( x)'. 

F(x) .(F(x)^F(x) ) (F(x)jM-F(x) . </F(x) 

F(x) . jfrHp . ,F(x) F(j?) < dF(x) { F(x) < ^ gMjp] d¥[x] } ^ 

(F(^))'»-f-ec. E osservando qui pure che lutti i termini sus- 
seguenti alla prima frazione di quest'ultimo membro, risul- 
tano multipli del dx a potenze superiori alla prima, con- 
cluderemo pel differenziale del quoziente di due qualunque 
funzioni di *, d (^Y^)-^H^)^F(x) 

' \F[x]J (F(x))» 

i o.° Sia 9(x)=[ iftx) )». Sarà cty(*)— ( <&x+dxy»— ( <K*)) m = 
( ^x)-H2<p(x] )»*— ( j<a?) )"»=( <|>(x) )™-hm( tyx) ) m ~ l . d(//(x)-Hec.— 
(^x))'"; d'onde agevolmente d?(;c)«m('#a:}) m -^d^(:c). 

n.° Sia ^(x)=ssena:. Sarà, al solito, d^{x)=>sen{x-hdx)— 
seiìx. Frattanto la Trigonometria dà sen(x-M;c )=».... 

1 — h j-y-j — ec J -HJO&r • 

4 
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— ^^-4-ec.^=sena>+-rfa:.cosa>-*-P.(dx) a . Dunque, in virtù 

del Canone più volte citato, df[x)=senx-\~dx .cosa:— senx= 
dx.cosx, cioè dsenx==dx . cosa; . 

IV Sia p(x)=cosx. Sarà i/'>(x)— cos[x-\-dx) — coso;. Ma 
dalla Trigonometria si lia ros( v-\-dx) t ='Cosa;cQS(lx — senx-.. 

send *=cos* (l -'i^+^-e^-scnx (dx- { ±%-Hx)= 

cosx — dx.seux-|-Q.((ix) a . Dunque d5(x)=cosx — dxsenx — 
eosx= — dxsenx, cioè dcosx= — dx.senx. 

Sia 9(x>=langx. Siccome tai)gx=— , sarà df(x}= 

' < C3=(9-°) eosj ' / ' en i7;" xrf "'" = 1 10 -° e 1 10 ) 

cosx . rfx . cosx — senx . — dx . senx dx . (cos*x-r-sen*x </x 



. Dunque 

cos»x cos»x cos»x ' 



dtangx= 

cos»x 



i *.° Sia 9(x)=L-olx. Poiché colx=^*, .sarà rf ?(*W(^) s 



«senx . r/cosx— cosx . rfsrnx senx . — </x . senx— cosx .dx . cosx 
v ' sen'x 




. (sen'x-Kos"*) — dx _ , , 

- ■= . Dunque dcoL_ 

sen»x sen'x * sen'x 

Sia 9(x)=secx. Kssendo la questione 

attuale si riduce a differenziare un rollo avente il numera- 
tore costante. Ora, la prima parte del differenziale di un 
rotto venendo costituita dal prodotto del denominatore nel 
differenziale del numeratore (9.°), mancherà questa parte 
nel caso nostro, perchè il differenziale di una quantità co- 
stante è zero, evidente cosa essendo che non può variare di 
cosa alcuna chi di natura sua è invariabile, qual si è certa- 
mente il nostro numeratore, che per qualunque valore di x 

• . i j / \ — 1 . </cosx 

rimane sempre lo stesso. Avremo dunque dz,{x)—- 



OM*C 



//x.scnx dx.\*x\cx . . Jx.tangx 

oa 2- oS sia c/sce:* = =tfx . tangx • SCCX. 

COS'X CO!.X cosx 
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A toglier poi qualunque dubbio che la formula generale 
del caso 9.° sia rettamente applicabile al caso attuale, può pro- 
cedersi nel modo seguente. Se yx«=»secx==^, sarà d^[x)==> 

1 I cosx— «cos(x-+-rfx) cosx— cosx.cosJx-Henxsetw/x 

cos{x-\-dx) cosx cosx . cos(x-f-rfx) cos *x . cosdx— cosxsenxsenJx 

|cosa?^osj:(l~^— ^-ec.)-hsenx(dx— -j-y-HW.) J : 

| cos 2 x(l — t^—hec.)— cos^senx(rfx— j= 

{ de . senx-hP . (dx)* J : { cos*x—Qdx j~ ^^H- 

Qsenx(rfx) 1 «/x.senx . , 

— cos*x , r " cos'x come S0 P ra » grazia del nolo Prin- 
cipio ( 30. (I). ). 

Con egual facili là troveremmo inoltre che dcosecx= 

^(sè^x)" — ~^^~ 3 * c — &*««obc.cosecap; che dsen . v.x=d{ 1— 
cosa:)=d.rsena:; e che dcos.r .x=rf(l— scna:)== — dxQOsx. 

ic° Sia 9(x)=logarilmo di <l[x), che scriveremo sempli- 
cemente Itfei Sarà ite(;r)=ty(x-Ma;)-- Mx=^(30. (C))/('^)-+- 

/(f(x)=/(l4~^). Ora, sappiamo dalla teoria dei logaritmi 

che /(l-hy)=A(y— ^-Hy— j-f-ec), essendo A il modulo, 
ed y una quantità capace di un valore qualunque. Potrà 
quindi y rappresentare il nostro ^g?, e sarà perciò dq[x)= 

A | ^M_j(^M) a -4-e C . 1. Ma qui pure osservando che dtfx) 

ha per fattore da, e che per conseguenza il da? alla prima 
dimensione non è che nel primo termine dentro la grappa, 
ne concluderemo, giusta il nostro Canone fondamentale, 

ri^x^ftftx^À^, resultalo che vale per un sistema qua- 
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lunquc di logaritmi. Attenendoci frattanto, per maggior sem- 
plicità, a quello che suppone il modulo A=l, si avrà 

rfAK*H^; d'onde, ottenendosi d<p{x)='l,(x).dU(x). si de- 
duce il bel teorema, che il differenziale di una funzione qua- 
lunque di x è dolo dal prodotto della funzione istessa nel diffe- 
renziale del suo logaritmo. Così dx m =x m . dlx m =°x m . dmlx= 



(32. ì.°) x™ .mdlx^"^^=*=>mx'n- l dx, come avremmo otte- 
nuto dal teorema 2.°. 

Neil' istessa maniera e con eguale facilità si prova, che 
se invece del logaritmo di una semplice funzione <?(x), si 

avesse <px=bltftx)-{-c, sarebbe d(p[xy=^~. — Ne meno 

agevole riuscirebbe il dimostrare, che la generalità di questi 
resullamenti si estende anche al caso che ty(x) fosse di forma 

frazionaria, e si avesse perciò ^[x)=t^^. Infatti, essendo 

V* 1 



JF(*)-J( f[ x y^if[x))-i( F(*)-HIF{*) )-i![T\+lF{x)~lf[x) 

('^)^('^')-'«^K'-f?)- 

/ JFjxA .//7x) dF(x) Ffx)rf/(x)-yrxHFfx) /?») 

17. » Sia ?(a:)==a*. Sarà d9(x)==d(a*)==a x . in virtù 
del teorema precedente. Ma dla*=*d[xla)=dx M per essere 
/u una quantità costante. Dunque d{a*)=a*.dx.la. 

18. " Sia finalmente z{x)=x*. Sarà do{x)=d(x*)^{i^. a l 

33. Osservando adesso che, indipendentemente dalla 
questione dei segni, si ha ^l=A=p/.r) (pag. 39), è chiaro 
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ohe se si volesse differenziare questa nuova funzione della 
identica variabile x, ricaderemmo nel caso generale del 
differenziale di una funzione qualunque, e sarebbe perciò 

(QyJZg-^AjmfJp) , come sarebbe del pari (R)...^^= 

A J( =p JM x, ec. ec: raa poiché queste e simili espressioni non 
richiamano molto direttamente P idea complessa di una 
funzione primitiva e delle successive differenziazioni operate 
su di essa e sopra i successivi coefficienti differenziali che 
ne derivano, è stato più felicemente convenuto di tener 
fermo il simbolo della funzione derivatricc o primitiva, e 
di applicare degl'indici numerici a guisa di esponenti al 
segno d che la precede, o di ripetere lo slesso segno d, 
per denotare appunto il numero delle differenziazioni che 
successivamente supponiamo aver fatte, o che abbiamo ef- 
fettivamente eseguile. — Così, ponendo per maggiore sem- 
plicità ?/«=s(x), e quindi d9(xWdy=?,(x).dx. il nuovo dif- 
ferenziale sarà espresso da d(d!/)=ddy=d 2 !/, e per conse- 
guenza avremo: d 2 #x=dx.d9 ( (x)=(Q) dx.dx.p^x^dj )*.©,,(*;, 
d'r 

d'onde (S)««gj,-=?, é (x), intendendo che dx* rappresenti il 

quadrato di dx. Egualmente, se differenziamo un'altra volta, 
cioè se vogliamo il differenziale di quest'ultimo rapporto, 
scriveremo d{d 2 i/)=(/d 2 y=dddiy=d 3 y, e quindi sarà d 3 ;/= 
dx*.d9 u (x)=(R) dx^.dx.^ ì{ ^x)=dx\ m [x y rappresentando con 

dx 3 il cubo di dx; e perciò {!)... ~=rp m jc. Sarà dunque in 

generale (V)...^=9«(x), essendo al solito di*h=(dxY- Alle 
espressioni d*y, dty, d'% siccome anche ai loro valori, si 
dà in genere il nome di diffeienziali di ordine superiore, e 
in specie quello di differenziale di prim* ordine, di secondo 
ordine, di terz' ordine ec., secondo che l'indice del d è 1 
(che si omette), o 2, ti 3 ec Così, volendo il differen* 



.Vi 

ziale secondo di ij==(>.i m , sarà dy=bmxfn-*dx (32. 2.°), e 
d»P»-*tlt(fn — l)x»-^to a . Ne meno agevole sarà il vedere 
che d 3 y=6w(m— l)(m— 2)^«- 3 d./ 3 , del pari che d"y= 
bm(m — \){m — 2) ... 2. 1 .dx m , espressione, che non contenen- 
do più la variabile x% ci si mostra incapace di ulteriori 
differenziazioni, e si avrebbe perciò <f"*"H y=d»H-2*/=ec.= 
0... (32. 15.°). — In egual modo si vedrà che, essendo 
y=9(jtj==senx, e dy=dx . coso; (32. 11.°), sarà — 
<7x a . seno; (32. 1 2.°), d?y= — e/x 3 . cosar, d*y—dx* . senx, ec ec, 
senza che possa esaurirsi il mimerò delle differenziazioni, 
che in questo caso possono successivamente eseguirsi. 
E qui è importante osservare: 

1. * Che i rapporti dei differenziali degli ordini supe- 
riori hanno un valore finito come quelli dei differenziali di 
prim' ordine, e possono essere maggiori o minori di que- 
sti, secondo la natura della funzione diesi differenzia, e il 
valore della variabile oc. 

2. ° Che un rapporto differenziale di un ordine supe- 
riore di una data funzione, può eguagliare un rapporto 
differenziale di un ordine inferiore di un'altra funzione della 
stessa variabile; di che ci porge esempio il caso superiore, 

costituito dall'equazione dty=da'i. scnx, la quale dà ^= 
d 7x* ~ selìa " mentre abbiamo d( — cos.r)= — dcos:c=*dx.scnx f 

d{— cosx) , d>senx ,/(— cosx) d*y di 

— —con • H ' nnrit» =— nvvprn — _ = 



e — =sen.r; d'onde , t = ' , ovvero 

dx r/x* dx dx* dx 



ponendo 

3.» Che i differenziali degli ordini superiori, sempre 
inleso che i coefficienti differenziali siano quantità finite, 
sono infinitesimi di ordine corrispondente al grado del dif- 
ferenziale, in virtù della potenza del dx della quale sono 
multipli. — Così d^y è un infinitesimo di second' ordine , 
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perchè è dalo in generale da p J( (.r).ci# a ; d^y è quantità in- 
finitesima di terz' ordine, perchè corrisponde a (p m [x).dx 3 \ 
dty è infinitesimo del quart' ordine, e così di seguito. 

4.° Che nel fare le differenziazioni di dy, di d*y, ec si 
è supposto implicitamente che dx, dx 2 ec. fossero costanti, 
perchè in realtà sono tali quando x è una semplice va- 
riabile, e dx ne esprime l'elemento, o una porzione infi- 
nitamente piccola di prim' ordine, ed inoltre si considerano 
le variazioni elementari di dy, di d 2 y ec. prodotte dalla 
analoga variazione della x, come qui si suppone. Infatti, 
per differenziare una data funzione di x dovendosi incomin- 
ciare dal cangiar x in x-Hlx, è chiaro che differenziando 
dy=dx.<? t (x), questo cangiamento non potrà farsi che in 
f^x), perchè tri dx non c'è x, essendo la lettera d un se- 
gno convenzionale, e non un collìdente, e non restando la 

■ 

x nell'espressione complessiva e simbolica dx, che per de- 
notare esser dx V elemento della variabile x. Ora, che C ele- 
mento sia nel relativo composto è un assioma; ma che ii 
composto sia nel suo elemento è un assurdo. — Da ciò frat- 
tanto resulta rigorosamente: 

s.° Che dx, in ordine alla capacità di variare, è in- 
dipendente da x\ cioè dx non varia, e quindi è costante 
allorché si cangia x in x^ràx, ed x è una variabile sem- 
plice, vale a dire non funzione di altra variabile. 

6. » Che fosse funzione di un'altra variabile, o di 
altre variabili, e si avesse, per esempio, xz=6(z), in tal caso 
potrebbe aver luogo un differenziale di dx, che noteremo 
al solito con d*x, essendo evidentissimo che x troverebbesi 
rispetto a s ciò che supponesi y relativamente ad x; e quindi 
come si ha d a y, d*y ec, potrebbe aversi d*x, dV, ec. 

7. ° Che in virtù della indicata indipendenza tra x e 
dx (5.°), e per essere inoltre un infinitesimo di sceond'or- 
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dine in rapporto ad uno di primo in egual modo che e 
questo in paragone di una quantità finita, il perchè l'infinite- 
simo di second'ordine può venir consideralo come elemento 
di uno di primo; non ripugna il supporre che in una espres- 
sione composta di x e di dx, qual sarebbe dtjssdx.tpfa), 
il dx e la x subiscano simultaneamente una respettiva ele- 
mentare variazione; e questo è il secondo caso nel quale in 
un differenziale di ordine superiore di una funzione di x può 
comparire la variazione della variazione di una variabile, 
ossia d 3 .r, d?x, ec, siccome andiamo adesso a mostrare in 
un problema più generale. 

* 

Diflorvimoiione dello Funzioni di pili variabili. 

34. Una volta che lo spirito del metodo del Cavalieri 
aveva fallo passaggio dal campo speciale della Geometria 
alla più vasta regione dell'Algebra, naturai cosa era che 
si allargasse anche di più il concetto delle variazioni ele- 
mentari, estendendolo alle funzioni di due, di tre, di n 
variabili. E tanto più diveniva facile il generalizzare la 
questione fino a questo punto, una volta che i Matematici 
dovettero accorgersi ben presto essere il Calcolo differen- 
ziale non solo la base, ma pressoché tutta la sostanza del- 
l'Integrale. Infatti, trattandosi in questo Calcolo di rinvenire 
le relazioni esistenti tra certe quantità, dati essendo i rap- 
porti tra i loro elementi (10.6.°), siccome questi nei re- 
sultali del Calcolo differenziale, derivano per legge di ne- 
cessità da quelli che esistono tra le quanlilà finile, sulle 
quali si è operala la differenziazione, ne consegue che la 
sola ispezione di essi rapporti differenziali debba rivelare 
il legame che vincola le quanlilà, alle quali appellano i dati 
elementi. Così se si avesse di/^ba^dx, è facil vedere che 
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la relazione Ira x ed // è necessariamente //= 



, o più 



in generale 3/— 



■f-C, essendo C una quantità costante 



da determinarsi a seconda della natura del problema, cui 
si riferisce x ed y; perciocché differenziando sì l'uno che 
l'altro valore di y, si ottiene la medesima equazione diffe- 
renziale tolta ad esempio, cioè dtj=bx n dx (32.2.°). — Ho 
detto che quella relazione tra x ed y dee necessariamente 
aver luogo; perciocché quando un fatto è connesso con un 
altro in virtù di necessaria procedenza, la presenza de! 
primo ci assicura con piena certezza dell'esistenza del se- 
condo, e viceversa, altrimenti il loro nesso non sarebbe 
necessario, ma accidentale, contro l'ipotesi. Ora, i rapporti 
difTerenziali, de' quali parliamo, hanno una connessione in- 
tima e necessaria colla funzione derivatrice; poiché stabiliti 
ed ammessi i principi della differenziazione, il differenziale 
di una funzione coesiste con essa, cioè, data una funzione, 
e considerata in ordine al nostro Calcolo, e dato implicita- 
mente e inevitabilmente il suo differenziale, che serbandone 
l'indole, l'impronta e la specialità sua, non può quindi esser 
differenziale di altre funzioni, come rilevasi anche a poste- 
riori dal paragr. 32.: il perchè se processi affatto diversi 
dalla operazione del differenziare ci portino a queste rela- 
zioni differenziali, possiamo ritenere per infallibile, che i 
rapporti tra le quantità finite, delle quali quel tal processo 
ci ha somministrato gli elementi, è precisamente quello che 
vien determinalo dalla funzione, che differenziata ha dato 
o può dare quelle istesse relazioni differenziali, adesso ac- 
cennate. — In ciò consiste il fondamento logico o metafi- 
sico del Calcolo Integrale: ma per far meglio intendere ai 
principianti tutto questo, e specialmente quanto concerne 
l' importanza di estendere le ricerche differenziali , slimo 



Digitized by Google 



58 

cosa opportuna il trattenermi un poco su due rasi di ap- 
plicazione. 

35. Sia (Fig. 8.) MAN, o MFQ, una curva piana qua- 
lunque, e vogliasi conoscere il valore della superficie com- 
presa fra la curva, l'ordinala ad un suo punto qualunque 
M, l'ascissa corrispondente e l asse AQ delle ordinate. Im- 
maginata condotta l'ordinata ptn o pn a distanza infinite- 
sima Pp itfo. 1 da PM, essendo ortogonali gli Assi, è chiaro 
che la porzione MPpwi, o MP/>n, sarà l'elemento o la va- 
riazione infinitamente piccola della superfìcie AMP, ovvero 
AQMP, che rappresenteremo con S; e ciò si rende mani- 
festo sì pel metodo degl'Indivisibili (9. 4.°), sì pel nostro 
infinitesimale, purché per questo si osservi potersi supporre 
^—^ :r \ nel qual caso il cambiamento di x in x-hdx dandoci 
d(x-HlxH(^e(z)... (30. A)=S-hdS=AMPH-MP/wi, 
ovvero =AQ.MP-4-MPpn, sarà dS=MPpro, o </S=MP/m. 
Ora se con y=z[u) si rappresenti l'equazione della curva 
in questione, è pure evidente che pm, o pn, corrisponde ad 
f/-fr-dy, giacché ponendo AP=.z, si ha iHrd ii=%(x-4-dx}= 
pm, =—pn; e frattanto il principio infinitesimale (27) ci dice 
essere un Trapezio l'area elementare MPpm, o MPpn. Dun- 
que dS=\[y-hy±:dy).dx=ydxz±:zdxdy.Mnydx é una quan- 
tità infinitesima di prim' ordine quando y ha un valor finito, 
come qui si suppone; e ìdxdy è di second' ordine: dunque, 
in virtù del principio infinitesimale, dS=ydx=$[x) . dx , 
sostituendo per // il suo valore desunto dall'equazione alla 
Curva. 

Qualora poi le coordinate fossero obliquangole, come 
PO, po, chiamato 0 l'angolo degli Assi, e supposta abbassata 
da P su po la normale Vg, l'altezza del Trapezio POpo non 
sarà più Pp=rfx, ma P/7«=flf,r.senS: quindi ragionando ed 
operando come sopra,avremmo dS=ydx.sQfìO*=^r).dxsenO. 
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Se dunque l'espressione differenziale sen£.o(.rW.r , ottenuta 
per la soluzione generale del nostro problema, combini per- 
fettamente con un'altra, la quale provenga dalla differen- 
ziazione di una funzione speciale di x, che potremo rap- 
presentare con f[x) 9 sarà sen9.z{x).dx=df(x)— dS, cioè il 
differenziale della nostra funzione incognita S eguaglia il 
differenziale della funzione f[x), in tal modo rinvenuta, e 
quindi, per le già fatte considerazioni (31), avremo S— 
f{x)-hC. — Così, se la curva MAN fosse una Parabola del- 
l'equazione ywpjc, e quindi riferita ad Assi ortogonali, sa- 
rebbe ys=-i-f/i)X=-*-pìxi ; e rigettato il segno negativo, 
che qui evidentemente non ha luogo, si avrebbe rfS= 

pTxi.d*=rf(^)... (32.2.°e34), d'onde S=4p^-t^= 

tP^xt .aH-C=^ ypx-*-C.==ì.ry-t-C. Quanto alla costante C, 
siccome essa è indipendente dal valore di x, in virtù ap- 
punto della sua costanza, qualora ci riuscisse determinarne 
il valore per un caso particolare del valor dell'ascissa, ri- 
sulterebbe determinata per tulli gli altri: e poiché dall'equa- 
zione S— jxy-\-C si deduce C=S— \xy % C sarà dunque ciò 
che diviene questo secondo membro per un dato valore 
di x, qual potrebbe essere lo zero, oppure l'infinitesimo. 
Ma nel primo caso C corrisponde evidentemente a zero, 
perchè S annullasi insieme con x\ e nel secondo viene 
espressa da una quantità infinitesima di second' ordine, come 
è facile a rilevarsi: dunque in ambedue le ipotesi la nostra 
C non può trovarsi col termine \xy, e sarà perciò S=ya#: 
cioè la superficie parabolica MAP corrisponde a due terzi del 
rettangolo APMT, come trovò il celeberrimo Archimede. 

36. Che se la curva MAN fosse stata un'Ipcrbola, non 
avremmo potuto cosi direttamente conseguire l'area MAP 
a cagione della natura dell'equazione di questa curva; ma 
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possiamo facilmente ottenerla nella seguente indiretta ma- 
niera , la quale ci offrirà un bel caso di applicazione, mollo 
importante e molto al nostro scopo opportuna. 

Sia dunque NAM ( Fig. 9 ) un' Iperbola dei semiassi 
qualunque a, fr, e vogliasi al solilo la superfìcie mistilinea 
AMP. Riferendo la curva agli Asintoti CV, CT, facienli tra 

loro l'angolo VCT=C, a# =»m a =-^"* ne sarà l'equazione ; 

e condotte le ordinate MQ ed AB, prolungata QM fino all'in- 
contro D coll'asse trasverso CA, e posto CB— =a, sarà CQ=x, 
QM— y, l'angolo TCA=ang.ACB=ang.CAB=ang.CDQ=;C, 
CB=BA=z, CQ=QD=x, ed AMP=ABQD — MPD — ABQM. 

Ora ABQD è un trapezio dell'altezza QR=*=(a:— *)sen9 
come viendalo dal triangolo rettangolo QBR, e quindi avremo 

ABQD=4(AB-4-(iD)QR=;(a-4-^— a ) sen5= =U^ a — « a )sen0; 
ed MPD è un triangolo rettangolo in cui si ha MD=QD — QM= 
x—y, l:cos;G::MD:DP=(a>— yJcosjS, ed l:scn;5::MD:PM= 
(x-//)sen;!5, il perchè MPD=-jDP.PM=}(^-y) a sen;5cosi5= 
il x — J/) 2 sen0: dunque non resta a determinarsi che la por- 
zione mistilinea ABQM, la quale corrisponde visibilmente 
alla differenza de' due spazj indefiniti NAMQCT, NABCT. 

Per ottenere adesso l'espressione generale di questi spa- 
zj, proseguasi a rappresentare con S la superficie compresa 
fra la curva MAN, l'ordinala MQ, l'ascissa QC e l'asse CT (35); 
sarà evidentemente d$=seii9.ydx (ivi): e poiché per noi 

//=— , avremo dS=m a sen0.~. Ma questo secondo membro 

oc OC 

è il differenziale di m a sen0 . /x-4-C ( 32. 16.°); dunque dS=* 
d(w*sen0.fcH-C), ed S=NAMQCT=m a sen£ . Ix-hC . Consi- 
derando ora che l'ascissa x spetta ad un punto qualunque 
M della curva, apparirà con tutta chiarezza che per un altro 
punto M r di MAN, dovremo avere S'=»i a sen0./a: , -+-C ove la 
costante C sarà identica a quella che trovasi nel valore di 
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S, perchè essa è indipendente dal valore di x; d'onde emerge 

S— S'«=-m 3 seu0 . lx - m 2 scn&r'=m 2 sen£(/a:— /.r'^m^enS/^ . 

Se quindi il punto M' si supponga nel vertice A dell'Iperbola, 
ed assumasi inoltre l'ascissa CB di questo punto come unità 
lineare di misura per valutare numericamente le quantità 
che danno S— S' e qualunque altra porzione della nostra 
incognita AMP, avremo x'=x=*ì, ed S— S r — NAMQCT— 

NABCT=ABQM=m a senG.^=ro a sen9./x. Ma se dal punto A 

s* innalzi sopra GA la normale AE, limitata Gno al suo in- 
contro coll'asintoto CT, e si osservi che CA=a, e che AE=6, 
vedremo essere CE 2 =a 2 -t-& 7 =4m 2 , e CE=2m; e quindi, per 
i due triangoli ACE, ABC, a:2m::coSy0:l, a:l::sen9:sen{£, 

d'onde a=2mcos| 0= *?± J' en ì e | ros ì \ rio è 2mcosi0=2cos;0, 

edm=l. Dunque finalmente ABQM=sen5./x; e in conse- 
guenza avremo per la superficie domandata, AMP=ABQD — 
MPD — ABQM=4 (x 2 — 1 )senC — y(a>— y) 2 sen£ — sen0 

^-(2x a — 2— a; 2 — y 2 -+-2xy — 4/x), ossia, ponendo mente che 
xy=m 2 =l,echc perciò 2x/y=2, AMP=^-{;e 2 — y 2 — àlx)= 

37. Visto per quesle semplici applicazioni come pos- 
sano aversi delle relazioni tra gli elementi delle quantità 
indipendentemente dalla differenziazione; acquistala idea suf- 
ficiente del modo, col quale il Principio infinitesimale e il 
Calcolo differenziale intervengono in sussidio dell'Integrale, 
cui appartengono in fondo i risoluti problemi; e inteso 
ormai abbastanza quanto importante cosa sia l'estendere al 
più possibile le ricerche differenziali propriamente dette, 
quelle, cioè, che si fanno col differenziare le Funzioni; ri- 
prendiamo queslu nostro argomento (34), e proponiamoci di 
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trovare il differenziale du di una funzione w«^(.r,.y, z, (*>,ec.), 
fuuzioue di qualsivoglia numero di variabili a . //, -, oì et*. 

Essendoché questa ricerca è perfettamente analoga a 
quella, che abbiamo eseguila per le funzioni di una sola 
variabile, ed unicamente vogliamo la variazione elemen- 
tare, che una funzione qualunque subisce per le elementari 
variazioni di tutte le variabili che contiene, chiara ed evi- 
dente cosa è che pel caso attuale varrà il medesimo ge- 
neral procedimento fin qui usato, cioè, rappresentati con 
dxy dy y rfz, da, ec. i respettivi elementi delle notate va- 
riabili, dovremo cambiare x in x-\-dx> y in y-t-</y, z in 
z-f-dz, w in cj-H/a, ec. nella proposta funzione, svilupparla 
per le potenze intere, positive e crescenti degli elementi 
stessi, sottrarre da questo sviluppo la funzione primitiva, 
ed arrestarci ai termini che contengono le variazioni delle 
variabili alla prima potenza, senza però che formino di- 
mensioni superiori alla prima, e ciò in grazia dell'applica- 
zione del Principio infinitesimale; perciocché apparisce come 
assioma di assoluta universalità, che la variazione in qua- 
lunque modo subita da una funzione, corrisponde alla dif- 
ferenza tra i due valori che ha la funzione medesima nello 
stalo fondamentale primitivo e in quello successivo, a cui 
perviene per la sofferta modificazione. — Sarà dunque in ge- 
nerale du=z>{x-t-dx, y-H/y, z-*-dz, oH-da, ec.)- — p( x, y, z, w, ec.)— 
P+\dx+A ì dx*^c.+Yldy+U l dy*-^ee.-t-CAlz-hC l dz*-t-ec.+ 
lxlto+E t d&+ec.+zdxdy+{ìdMdz+ydxdto+(ic.--- o{x, y, z, w, ec.) ; 
e poiché, ragionando come al paragrafo 30 (pag. 41), si 
trova esser P=?(;r, y, z, o>, ec), avremo in virtù del noto 
Principio, du— Adx+Bdy4-Cdz-4-EdiH-ec., ove i coefficienti 
A, B, C, E ec. saranno nuove funzioni di tutte le variabili 
della funzione data, o di una parte di esse, secondo la na- 
tura della funzione medesima. 
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Se ora si riflella un poco su questo a alor generico di 
dui vedremo con molta facilità, che ciascun termine dipende 
esclusivamente ed unicamente dalla variazione elementare 
della variabile respetti va, cui appella: il coefficiente A es- 
sendo indipendente da </y, da dz ec, e quindi dall' essere o 
non esser variabili le quantità y, s, ec, ne consegue che 
il termine Adx è quale si avrebbe se si considerasse u fun- 
zione della sola x, riguardando y, z ec. come costanti: e lo 
stesso dovendosi dire del termine B(/y rispetto ad y, del 
termine Cdz rispetto a 5, ec. ec, si conclude finalmente che 
t7 differenziale di una funzione di più variabili corrisponde 
alla somma dei differenziali che si ottengono dalla data fun- 
zione differenziandola successivamente per ciascuna variabile, 
ma sempre come se non contenesse che quella sola per cui si 
differenzia, e tutte le altre fossero costanti: quindi il problema 
attuale dipende, in sostanza, interamente da quello già riso*- 
luto in ordine alla differenziazione delle funzioni di una sola 
variabile, nè ci occorrono, per conseguenza, regole ulte- 
riori.— Così se si volesse il differenziale di u ^gSgjjgfl* 

«*coss 

funzione delle tre variabili x, y, z, differenziando u per r, 
cioè, differenziando u come se fosse una semplice funzione 
di x, avremmo: 

..• Arf*=(32. 9.° I7.°)... 0 ' c ""- W """"-'--''* - 

Ax"»seiiy . coss . a*la . dx bx m - % s,eny{m-~xla)dx 
a**cos*z a'eoss 

Differenziando u per y, o come se fosse funzione della sola y, 
otterremmo: 

v Brfy~{^ 11.°)...^^; 

e in fine differenziando ti per s, 11 come se non contenesse 
che la variabile s, troveremmo: 
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3.» Cdz=*{:i± 9.° IO. 0 12.°)... '— 



Dunque dM^/^^^^'^=Arfx-4-iWy-f-Cdz= 

ft£n-'zseny{m — xla)dx-+-bx m zcosr .</r-+-{Ì4-slanfrs . 

0*XOOS2 

38. I termini Àc/x, IWy, Crfz, ec. essendo parli o por- 
zioni del differenziale della data funzione, si appellano dif- 
ferenziali parziali della funzione medesima, e si rappresen- 
tano rcspellivaraente con ^)^» ( f 7;)^ec, ove gli 

elementi rfx, dy,dz, ec sono veri fattori, e le parentesi stanno 
ad indicare che il du compresovi non è il differenzia! totale 
della funzione proposta, ma solo quella parte di esso, che 
proviene dalla differenziazione o per x.o per y, o per z ec. — 
K quindi evidente: che i moltiplicatori <fx, c/y, cfz, ce 
non si possono eliminare, o schisare (come diciamo volgar- 
mente) con i respettivi divisori dx, dy y dz ec, altrimenti 
non resterebbe segno che ci facesse intendere da qual va- 
riazione elementare è derivalo il differenziai parziale [du): 

2. ° Che il nostro differenziai totale può anche essere 

espresso da du=^") ./r-f-(^)'/y-h(^)rf«-4-ec.: 

3. » Che avendosi \dx=(^'^dx, Bdjf=(^-)rff, G/s=~. 

C"Ù dz ' CC ' Sarà ^Cfi)* ^(Jr)' C— ' (rf*)* ec " nU0Va Cd 
importante maniera di esprimere i coeflìcicnti differenziali 
A, B, C ec, che sono le parziali derivale prime della data 
funzione. 

39. E qui pure hanno luogo le stesse considerazioni 
e convenzioni, che si sono fatte al paragrafo 33 intorno ai 
differenziali degli ordini superiori: i quali ottenendosi colle 
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regole stabilite per la differenziazione delle funzioni io ge- 
nere, come ivi si è detto, non formeranno adesso per noi 
oggetto di studio speciale, e piuttosto ci tratterremo un 
momento sul caso, che nel differenziare un differenziale vo- 
gliasi riguardare come sottoposto a variazione anche l'ele- 
mento della variabile (33. 7.°), o delle variabili, se più di 
una se ne comprendono dalla proposta funzione. 

Sia dunque y=r{x) , e quindi dy=d o[x)=k d x= 
o t [x).dx... (30. I), e suppongasi che variando in questa 
espressione la x dell'elemento dx, varii anche dx del suo, 
che sarà di second' ordine e che rappresenteremo con d a x 
( 33. 7.° ). In tal caso, o col canone fondamentale, richia- 
mato superiormente al principio del paragr. 37, o conside- 
rando (? t (x).dx come una funzione di due variabili, avremo 
egualmente d*y=dx.d<p l [x)-H[> l {x).d 2 x : e poiché ponendo 
y,=?,M» si ha dyp=cfy l (jc)==A l rf.z--- ? u (x).dx... (33.), sa- 
rà ^«^(xWxM-p^J.d'a:. Del pari se rappresentiamo 
con d*x l'elemento di d a r, con d*x quello di d 3 x, ec, e 
poniamo successivamente ?„(■»)— y„, PniM^^ni» ec *» 88 r * 

d a y=y„ .dx a -f-y, .d^x, e d*y=*l[d*y)=dy it . dx*-+-2y H dx.d*x+ 
(/y l d a x-hy ( d 3 x==?/ J(1 d^-h2y J( dj: . d*x-hy lt dx . d^x+y^x— 
y 1(l . dx^-h'òy^dx . d*x-hy, . d 3 x. — Cosi potremmo avere dty, 
d 5 y ec.: ma nelle applicazioni speciali di questi valori biso- 
gna esser ben cauti; perchè essendo essi appoggiali al sup- 
posto che dx, d*x ec. varino realmente dei respettivi ele- 
menti, qualora il problema d'applicazione non fosse tale da 
importare di natura sua queste progressive variazioni, l'in- 
troduzione o l'uso dei riferiti valori di d a y, d 3 y ec, vi- 
sibilmente nuocerebbe per necessità alla verità ed alla 
giustezza dei resultamene, che per siffatta sostituzione si 
ottenessero. 
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40. Molte altre cose ci resterebbero adesso da dire e 
da fare circa allo sviluppo degli elementi , ormai pel nostro 
Calcolo stabiliti: ma essendomi proposto di scrivere un sag- 
gio di Trattato, e non un corso di Calcolo infinitesimale, 
non procederemo oltre nella dottrina delle differenziazioni 
propriamente dette e delle loro applicazioni; e a compi- 
mento della scienza speciale e diretta sull'infinito matema- 
tico, chiuderemo la prima parte di questa memoria con 
alcuni originali rilievi sulle quantità infinite e infinitesime, 
i quali non sono che semplici corollarj degli esposti e di- 
mostrali principi intorno a queste quantità istesse, tanto 
misteriose, eppur tanto certe e feconde! 

Della variazione dcIT Infinito matematico. 

41. La differenza tra due quantità finite o è zero, se 
sono uguali, o è una quantità finita se sono diverse: la 
differenza tra due quantità infinite o è zero, se sono uguali, 
o è una quantità infinita del medesimo ordine, se sono di- 
verse ( 18. 10.°, 22. 5.°); ed egualmente la differenza tra due 
quantità infinitesime o è zero, se sono uguali, o è una quan- 
tità infinitesima dell'ordine stesso, se sono diverse (23. 4.°V 
Questa perfetta analogia di relazione fra le tre specie di 
quantità esistenti in Matematica, è un fallo logico incontra- 
stabile, considerato nella sua generalità: e come vi ha un 
caso particolare, in cui la qualità della differenza soffre ecce- 
zione per le quantità della prima specie, così nelle medesime 
circostanze una eccezione viene pure a soffrirsi dalla natura 
della differenza di quelle delle altre due, estendendosi per tal 
maniera la somiglianza tra le proprietà dei concelli matema- 
tici, alle tre indicate categorie appartenenti. — Sviluppiamo 
•olla maggior brevità e chiarezza possibile questo argomento. 
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i2. Quando ©(x) ha un valor finito per un valor finito 
qualunque di x, anche l'entità della funzione c(x-K/x), com- 
plessi vamenle considerata, si comprende come finita; per- 
ciocché equivalendo a c(x)-Hf©(x) , ripugna intuitivamente, 
e difatto riesce assurdo, che la funzione finita primitiva più 
un suo elementare incremento possa essere infinita o infini- 
tesima. Frattanto la differenza tra fa) e (p[x-*-dx) è <to(x)=- 
Ad(x)=?/x)rfx (30. 1), quantità infinitesima; ed ecco il caso 
eccezionale, di cui intendemmo qui sopra parlare (41). — 
Ora, in quella guisa che l'infinitesimo è elemento della quan- 
tità finita, può in egual modo riguardarsi la quantità finita 
rome elemento della infinita, e quindi sottoporsi questa a 
delle variazioni elementari correlative, cioè finite; il perchè 
se ttfx) fosse una quantità infinita per un qualunque valor 
finito di x, infinito pure sarebbe il valore complessivo di 
c(jM-5x), esprimendo ò\r qualsiasi porzione della variabile x, 
mentre risulterebbe finita la differenza tra p(x) e ©fx-hdx) 
con dx finito; ed ecco il caso, analogo al precedente, in cui 
due quantità infinite possono differire di una finita quan- 
tità. Questo caso è interessante; perchè se la soluzione di 
qualche problema ci portasse ad una espressione che nel- 
l'insieme avesse di sua natura un valore infinito, e perciò 
inassegnabile, sottoponendola alla sua speciale variazione 
potremmo conseguire una cognizione di somma importanza 
per la scienza nostra colla differenza de' due stali dell'espres- 
sione medesima, in grazia del resultamelo finito a cui tal 
differenza dà luogo. — 

Volendo un esempio luminoso di questa importanza, 
non dobbiamo che riportare la nostra attenzione sul que- 
sito, che abbiamo risoluto al paragrafo 36, ove (sebbene 
non si avvertisse) eravamo proprio nel caso in parola. In- 
fatti; essendosi trovata la superficie ABQM=sen5 .ir . . . 
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(ivi. Fig. 9), se si suppone ./ — -*>, e si osserva che il lo- 
garitmo di una quantità infinita è di un valore infinito, ve- 
dremo facilmente che la superficie compresa fra l'ordinata 
AB, la curva AM e l'asintoto BV fino al loro punto d'in- 
contro, ha una entità infinita, perchè posto /od = 00 ', e chia- 
mato O il punto di contatto del ramo AM dell' I per boia col 
suo asintoto CV, risulta A BQOMA=sen £.»'=»"... (18.4.°). 
Dunque è infinito anche lo spazio ACQOMA, e quindi il suo 
eguale ACTO'NA, e perciò infinito pur quello che viene de- 
terminato da ABCTO'NA, chiamando 0' il luogo di tan- 
genza del ramo superiore AN coll'asintoto CT. Ma, ram- 
mentando che (36) si è trovato tn a =l, e che per conseguenza 
S=NAMQCTO'==sen$.te-»-C, dovrà essere C=NAMQCTO'— 
seo0.b^XAMQCTO'— A BQM= ABCTO'NA. Dunque la co- 
stante C è infinita, e la superficie S è data per una espres- 
sione funzione di x, il valor complessivo della quale ha uu 
valore infinito. Ora, quando noi abbiam cambiato x=CQ 
in rcWCB nel valor generale di S per avere S'...(36.), 
è l'istesso che aver fatto variare la x di qx- B(j nella 
ottenuta funzione p(x)=sen0 . /x-f-C ; ed allorché abbiam 
sottratto S' da S, siam venuti precisamente a prender la 
differenza tra i due slati diversi della funzione, e 
9(aH-òx), e questa differenza ci ha condotto alla piena so- 
luzione del nostro problema. 

43. Al caso della variazione elementare dell'infinito si 
riduce pure l'aggiunta esplicita o implicita di una quantità 
finita, positiva o negativa, ad una quantità semplicemente 
infinita, indipendente dal concetto di funzione di qual si vo- 
glia variabile. Infatti, se una questione algebrica o geome- 
trica ci porti ad aggiungere n all'oc per qualsiasi veduta, 
è certo che in virtù di questa operazione riguardiamo lo 
sialo della sintesi 00-4-11 come diverso da quello del sem- 
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plico od ; e poiché o»-H) dev'essere una quantità infinita 
(15. 2.°), e non può cosliluire nè una diversa categoria 
( 18. 4.°) nè un diverso ordine (ivi) rispetto ad od, e d'al- 
tronde qualunque quantità finila può essere elemento della 
infinita ( 41 ); ne consegue che la diversità di oo-4-n rap- 
porto ad » , non può procedere che da elementar varia- 
zione, sofferta dall'infinito medesimo. Quindi se avvenga 
che, compendiata la somma o»-4-n con occorra poi di 
prendere comunque o di considerare la differenza tra od' e 
», non è da maravigliarsi che risulti <*>' — oo—n, perchè 
ciò è in perfetta regola in grazia dell'assioma, che qualunque 
quantità variata ha per differenza col suo stato primitivo la 
subita variazione. — E questo è il secondo caso, affatto ana- 
logo al precedente, in cui la differenza tra due infiniti, per- 
cepiti come diversi, deve risultarci finita, in eccezione a 

■ 

quanto stabilimmo in proposito come regole generali ai pa- 
ragrafi 18. 10.° e 22. 4.° e 5.°, per casi però ben diversi. 

Così allorché superiormente ( 41 ) volemmo riconoscere 
a qual genere di quantità spettava la costante C, per cui 
ci era data la richiesta superficie S, dopo aver veduto che il 
tratto superficiale ABQOMA d'estensione infinita ( ivi Fig. 9.) 
aveva un valore infinito, questo valore ci comparve come 
la base di quello di C, ne fu ravvisalo uno eguale nella 
parte superiore della nostra superficie iperbolica asintotica, 
e quindi per addizione di quantità finita concludemmo es- 
sere infinita la superficie ABCTO'NA, equivalente alla nostra 
costante. Questa conclusione fu realmente appoggiata alla 
sintesi di quantità finita con infinita: infatti, conducendo 
dal vertice A la retta AF sul mezzo di CE=2m— 2 (36), 
sarà facile ravvisare che AFTO'NA=ABQOMA=sen0 .1» , 
e che la losanga ABCF=CB. ABsen£=senS, sottintendendo 
l'unità di misura, mi corrisponde il prodotto CB. AB (ivi). 
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Dunque (;=ABCTO'NA=AI'TO'NA-4-AB<:K=s«n$ ./oo-Kseny; 

c chiamando e la base dei logaritmi i perboliri, il perchè 

avremo fc=1, sarà C=scn9. /o8H-sen0./*=sen£(/oD-4-/^= 

send.feo»«—f(eQO 

Se ora ri si proponesse di trovar C analiticamente, 

prendendo il suo valor generale (>=$— sen0 .lx (36), po- 
j 

nendo\i x=—, e rappresentando con M',Q' le estremila della 



ordinata corrispondente a quest'ascissa infinitesima, avrem- 
mo evidentemente O-O'TCQ'M'O'— sen9./- =0'TCQ'M'0'— 
senC(/l— /»)=0'TCQWO'-t-sen$./». Ma osservando che 

771* 

l'equazione y=— alla nostra curva dà per il caso attuale 
y'=Q'M'=l :-L= », è agevole comprendere che O'TCQ'M'O' 

oc 

equivale ad un parallelogrammo avente per base y'=oe e 

senti 

per altezza • — : dunque C=sen$-hsen£./ae, come abbiamo 

«9 

ottenuto per via puramente geometrica. — Qui la sintesi 
del finito coir infinito è derivala dalla forma binomiale del 
valor generico di C e dalla specialità del valore attribuito 
all'ascissa: la possibilità di una tal sintesi è dunque ammessa 
implicitamente e radicalmente dalla natura del problema. 
Frattanto se non volesse conoscersi che la entità definitiva 
della costante C, considerata isolatamente, questa entità sa- 
rebbe solo sen&./oo, in virtù del Principio infinitesimale; 
ma dovendo la nostra C entrare in combinazione con altre 
quantità, le quali possono divenire infinite e di sejmo con- 
trario, fa d'uopo sostituirla senza applicarvi il detto Prin- 
cipio, perchè la nostra operazione non ha per iscopo finale 
la determinazione di C, ma la computazione di S, ove dun- 
que, come a finale resultamelo, il nolo Principio deve ap- 
plicarsi, altrimenti si potrebbe correr pericolo di aver mal 
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falla simile applicazione, eliminando in sostanza una quan- 
tità finita di fronte allo zero. Infatti, se in S»sen9 . Ix-hV, 
si pone per C il suo valore nello stato in cui lo abbiamo 

naturalmente ottenuto, e si fa x=— , sarà S=sen9 . -4- 

co 00 

senG . / od -4-senG— — sen£ . / od -4-senG . / od -+-sen6=sen0 , come 

abbiam visto che dev'essere: ma se avessimo applicato il 
Principio, tante volte rammentato, dopo l'operazione par- 
ziale della ricerca di C, avremmo avuto S=0, commet- 
tendo l'errore di un'applicazione che non aveva luogo, per- 
chè dall' infinito variato sen0./oo-hsen0 avevasi in ultimo 
da sottrarre l'infinito senQ.lv al suo stalo primitivo, lo 
che somministrando necessariamente la variazione, non per- 
metteva Fuso del nostro Canone insigne. Lungi dunque dal- 
l' esser questo in contradizione con sè medesimo, ci offre 
anzi la più perfetta coerenza anche nei casi, che sotto qual- 
che rispetto ci si presentano come eccezionali; e ciò si ve- 
rifica eziandio in analoghe circostanze per gl'infinitesimi, 
siccome andiamo adesso a mostrare* 

ii. La differenza fra due diversi infinitesimi di primo 
ordine è facile convincersi che, in generale, corrisponde ad 
un infinitesimo dell'ordine slesso (23. 4.°): ma olire l'ec- 
cezione procedente dal concetto di variazione dell'infinite- 
simo (33.7.° e 39), il perchè abbiamo (dx-ì-d*x) — rfx=rf 9 x, 
vi ha qui pure un altro caso in cui la differenza tra due 
infinitesimi di egual ordine può risultare infiuitesima d'or- 
dine superiore, ed è quello nel quale fosse questione d'in- 
vestigare in ultima conclusione la differenza fra due infini- 
tesimi omogenei, ciascuno de' quali risultasse accompagnato 
da quanlilà, che potessero venir considerate come respel- 
tivamente e relativamente elementari. — Per ben compren- 
dere in astratto questa importante verità, supponiamo che 
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si abbiano due distinte funzioni della slessa variabile x, e 
rappresentiamole con y=q[x), z=f[x). Noi sappiamo (30. G.) 
che dy==do(x)=Adx-+-Bdx*+Cdx i -hec., rfz— df(x)==A'(fa>+- 
B'AeM-C'da^-f-ec., e che se ci vogliamo isolatamente arre- 
stare alla valutazione di dy e dz, si ha dy=kdx, dz*=>A}dx... 
(ivi. I.). Ma se avessimo bisogno di conoscere la differenza 
tra dy e dz, lo scopo finale della nostra ricerca sarebbe evi- 
dentemente l'espressione di dy—dz, ove dunque, e non prima 
su valori parziali, dovrebbe opportunamente applicarsi la 
nota regola infinitesimale; il perchè si rende manifesto che 
dovremmo usare dei valori che naturalmente ci si offersero, 
e che quindi avremmo dy — dz=[\ — A')(faH-(B — B'Vfx'-h 
(C — C'JdaP-hec. Ora, se avvenisse che il valor di A egua- 
gliasse quello di A', ne conseguirebbe, per la successiva 
applicazione del Principio infinitesimale, dy— <fc=(B — B')dr*; 
cioè la differenza fra due infinitesimi di prim ordine sarebbe 
data da un infinitesimo di second' ordine, qual'è (B— Bfyfcc* 
con B e B' finiti e diversi. Che se anche questi coefiìcieuti 
fossero eguali, potrebbe la nostra differenza corrispondere 
ad un infinitesimo di terz' ordine (C — C')dx\ come potrebbe 
venir data da uno di quarto ec., spingendosi oltre con si- 
mili supposizioni. — Frattanto, poiché questi rilievi sono 
generali e comuni anche alla quantità infinita (43), è lecito 
concludere logicamente che, in virtù del concetto e del fatto 
di variazione elementare, la differenza fra due quantità com- 
plessivamente infinite può esser finita, e quella fra due quan- 
tità infinitesime può risultare infinitesima d'ordine superiore: 
e che se la soluzione di un problema analitico o sintetico, Al- 
gebrico cioè o Geometrico, importi di profittare di valori 
parziali infiniti accompagnati da quantità finite, o di valersi 
d* infinitesimi congiunti a quantità infinitesime d'ordine superio- 
re, dee farsi la respettiva sostituzione senza applicare a questi 
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parziali valori il Principio infinitesimale, che solo dee usarsi, 
quando occorra, nel resultameiUo veramente finale, cui tende 
la nostra ricerca. 

Con queste e simili avvenenze, che in fondo nascono 
spontaneamente dalle viscere del nostro argomento, pare 
che il nostro Canone infinitesimale possa valere a condurci 
sicuramente e meglio che qualunque altro mezzo a felici 
resultati in ordine alle Scienze matematiche, siccome si ren- 
derà più chiaro ed evidente da ciò che saremo a discutere 
nella seconda parte di questa Memoria. 



- 
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PARTE SECONDA. 



Per quanto nel breve Saggio, or compitilo, ci siamo 
studiati di esporre colla maggior precisione e lucidezza pos- 
sibile sia il nesso e la derivazione dell'Analisi infinitesimale 
rispetto all'Algebra e alla Geometria, sia lo scopo generale 
e speciale di quest'Analisi, sia la legittimità e la validità 
. dei Principj su' quali essa posa, sia in fine la maniera del 
suo logico procedimento; tuttavia, non comportandosi dal 
tema di entrare in discussioni di controversia, vi sono dei 
punti contro a' quali può esser mossa qualche difficoltà di 
rimarchevole ed apparente consistenza: il perchè ho cre- 
duto mio debito di fare a parte ciò che la natura del mio 
argomento non mi consentiva eseguire volta per volta, che 
se ne presentava la circostanza. Passerò dunque adesso a 
ribattere alcune obiezioni, che possono avanzarsi contro al 
Sistema, che tenterei far rivivere pienamente, o contro qual- 
che parte di esso: e poiché non mancarono nè mancano 
uomini molto versali in queste dottrine, i quali direttamente 
e indirettamente si sono opposti con varie argomentazioni 
contro lo schietto Metodo degl'Infinitesimi per trattare il 
Calcolo Differenziale, anderò scegliendone alcune che più 
strettamente si riferiscano alle massime ed alle cose da me 
esposte nella prima Parte; e dato un saggio di difesa col 
respingere gli attacchi in proposito, non ometterò di soste- 
nere più efficacemente la mia proposta di nuovo Metodo 
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infinitesimale, rilevandone i pregi intrinseci e relativi. — 
Cominciamo pertanto dall'esame di una eccezione fonda- 
mentale, che in genere contro al Metodo de#Y infinitamente 
piccoli si affaccia. 

Disquisizione intorno all'accia data modernamente al Metodo inGnilesimale , 
quasiché cs<o in ricerrbe difficili non sia sempre una guida sicura. 

45. Quando il celebre Geometra Carnot scriveva, che 
tutto il mondo conveniva della infallibilità del sistema degl'info 
attamente piccoli ne" suoi resultali (*), e soggiungeva poco ap- 
presso (*), che (juel sistema era esalto nei resullamenti come 
niuno ne dubitava in quell'epoca ( 3 ), e che ad esso bisognava 
sempre ricorrere nelle questioni difficili, come pure sembrava 
che tutti tu? convenissero; doveva essere ben lontano dal cre- 
dere, che in seguito colla maggiore sua Opera (*) avrebbe 
data Egli stesso occasione di pensare il contrario intorno 
a sì bel pregio del Sistema medesimo! — Rendiamo ampia- 
mente ragione di questo fatto, anzi che no singolare. 

Mentre me ne stava raccogliendo le mie idee sul 
Metodo degl'inani tesimi, cut avevo da varj anni rivolto il 
pensiero, mi venne fallo di acquistare e di prender cogni- 
zione di un corso elementare di Calcolo differenziale e in- 
tegrale, dovuto al valente e dotto Matematico Francesco 
Paolo lucci, Professore al R. Collegio militare di Napoli: 
e fui lietissimo di vedere che questo chiaro Scrittore si 
proponeva, per ottime ragioni, di valersi in quella sua 

(I) Ucflexions sur la Métaphisique «In Calcili ìnfinitésimal pug. 213. 
(*) Ui pag. 2! li. 

(3) Il Carnot stampava le sue Riflessioni sulla Metafisica del Galenici 
infinitesimale nel 1797. 

(*) Geometrie de Positiou, par L N. M. (Lazzaro Nic olo Margherita i 
Girimi. Paris IH03. 
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Opera del Metodo degl' infinitamente piccoli (*). Egli infatti 
ammette la varietà delle quantità infinitesime tanto in uno 
stesso ordine, quanto in ordini diversi (*), e in qualche modo ' 
accetta come postulato quella parte del Principio infinitesi- 
male ( s ), che riguarda la relazione delle quantità finite colle 
infinitesime, e delle infinitesime tra di loro (23): ma questo 
egregio Autore non ritiene per esatta matematicamente la 
espressione che resta dopo l'applicazione di un tal Princi- 
pio (*), nè giudica rigorosa la considerazione delle curve 
come poligoni di lati infinitesimi (*); e ciò che più importa 
osservare si è, che Egli crede il Principio istesso, lascialo 
alle sole sue forze, insufficiente a condurre in ogni caso a 
resultati esalti e sicuri ( 6 ). Slima dunque di doverlo in certa 
guisa corroborare colla nozione dei Umili, che reputa lu- 
cidissima, ad oggetto di presentare il Metodo infinitesimale 
colla dovuta esaltezza ( 7 ); e così costituisce un Sistema misto, 
che partecipa insieme del Leibniziano e del Dalamberliano. 

46. Una imputazione così perniciosa al decoro ed alla 
creduta potenza del Metodo infinitesimale, non può la- 
sciarsi correre senza un esame accurato e severo da chi 
imprenda a richiamare in pieno vigore e iu assoluto do- 
minio il Metodo istesso per la trattazione del Calcolo dif- 
ferenziale e integrale; e tanto meno gli è ciò permesso, 
quanto più l'accusa è autorevole, siccome avviene pel caso 
nostro in vista dei rispettabili meriti del distinto Professore 

(1) Elementi «li Glicole* Differenziale e ili Calcolo Integrale del Pro 
fessorc Francesco Paolo Tucci — Napoli 1850 — Avvenimento. 

(2) Ivi, pag. 14. 
(3j Ivi, pag. 15. 

(4) Ivi, pag. 14 e Ì0. 
'5) Ivi, pag. 8«, 
(0) Ivi, pag. 17. 

7) Ivi, pag. 17, IH, 19. 3t>, . Avvertimento. 
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napoletano. — Mi sono dunque trovalo nella necessita di 
una discussione su questo argomento, che ognun vede esser 
vitale in ordine allo scopo mio; perchè se realmente fosse 
vero che il Principio infinitesimale, lotto ad unica guida, in- 
duca in notevoli errori anche Geometri abilissimi ('), stolta e 
nociva impresa certamente sarebbe il propugnarlo, e il rac- 
comandarne l'uso esclusivo. 

Frattanto, poiché l'encomiato Autore Sig. Tucci, lasciata 
la soverchia generalità delle sue affermazioni in proposito, 
scende a qualche specialità in una nota piuttosto estesa, 
ove appunto è chiamata a rassegna critica una formula del 
Sig. Carnot, mi propongo di portare le mie considerazioni 
apologetiche su quella noia, di cui trascriverò qui fedelmente 
quanto al nostro tema si riferisce. — Si tratta del cangiamen- 
to delle variabili indipendenti, e delle variabili in generale, 
e precisamente del valore delle Derivate (30 e 33), che rap- 
presenta con y\ ec. come abbiamo usato anche noi (39), 

dr 

e che come noi trova in contingenze analoghe ìf^^ 

„ dxdy—drd % x w dx*d ì y—3dxd t xd*y-{-3dxd , x t —dxdrd ì x 

y j-, »y - ■ »ec. 

(ivi). — Or ecco la nota che a questo punto ( 4 ) vien fatta. 

« Merita però di essere osservalo che quesle nuove 
espressioni di y\ y", y w , . . . . siano egualmente che le sem- 
plicissime ^, ^ di grado zero per rapporto a rf, 

avuto riguardo al significalo convenzionale di dx^d^dx*,.-. 
e di d*x* che indica il quadralo di d*x\ poiché ciò mena 
ad una conseguenza importante pel metodo degl' infinita- 
mente piccoli, propriamente dello. Infatti, lo slesso grado 
zero dovendo aver luogo in tulle le forme sotto le quali 

I j Tiiltì. Klernenti ec p.«r' 

fSj hi. pay. 86. 
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è permesso di scrivere il risultalo della sostituzione di quelle 
espressioni ad y', y", y"',.... nella data forinola, se ne de- 
sume che se una espressione analitica di x, y, dir, dy, d*x* 
<f*y.... siasi trovata come risultamelo della ricerca di 
qualche funzione di x, ma siasi trovata colla considera- 
zione dei differenziali anzi che dei coefficienti differenziali, 
e senza tenere per costante il differenziale di alcuna varia- 
bile, o che torna lo stesso, senz' aver fissata una variabile 
indipendente; tale espressione dovrà stimarsi affatto sba- 
gliala se innanzi tutto non sia di grado zero per rapporto 
a <f, e non si possa ridurre a contenere x % y, ?/, y", y"',.-.- 
mediante le sole relazioni che esistono fra y, dx, dy, 
d*x, d*y, d 3 J5, tf 3 y,.... ed y 1 , y", y'",.... nella ipolesi che nes- 
suno dei differenziali <Ix, dy, è costante. . 

Queste relazioni sono poi facilissime ad ottenersi, per- 
chè differenziando l'equazione tfy=y'tfx più volte di seguito, 
ed avendo riguardo alle altre di/-=*y"dx, (/y"=y'"dx,.... 
che sono una conseguenza immediata della definizione delle 
derivate successive, si hanno ad un tempo l'equazioni 

dy=l/dx, 

d*y=dy'dx-¥~y>d*y=y"dx*-hy , d*x, 
d 3 y^dy l '(U*-t-2y"dxd*x-HÌ!/'d*x-hi/dh 

==y»"(/x : »-4-3y"(/^x-+-y , d 3 j;, oc. 

Se dunque sostituendo questi valori di dy, d a y, rf 3 y,... 
nella proposta espressione, non accade che il risultato sia 
libero ancora dai differenziali dx, d*x, d*x, — essa non 
sarà buona a rappresentare veruna funzione Anita di », 
dipendente da y e sue derivate. 

A questo segno si conoscerà subitamente, per esem- 
pio, che delle due forinole 

dy [dx*+dy*)d\r dy (dx'+dyjd'j 
~dx Zdxdy ' dx~*~dx dxdy— dyd'x; 
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la prima può esprimere una funzione determinata di x, e 
non la seconda; perchè sostituendo t/dx e y"rfx a -f-y r d a x in 
luogo di dy e d % y, divengono rispettivamente 

Pure la seconda fu data da Carnot (geometra distinto, e 
t he studiò profondamente il metodo degl'infini la mente pic- 
coli, propriamente detto) per espressione della cotangente 
trigonometrica dell'angolo che si contiene dalla tangente di 
una curva qualunque, e dalla retta che unisce il contatto 
col punto medio di una corda parallela e infinitamente vi- 
cina alla tangente. Poiché dunque una tal formola non vale 
mi esprimere funzione alcuna, ciò prova per lo meno che 
nelle ricerche difficili, e che esigono la considerazione di 
quantità infinitesime di varj ordini, il metodo degl' infinita- 
mente piccoli non è sempre una guida sicura: e infatti con 
metodo più rigoroso il detto angolo si trova dipendere ad 
un tempo dai coefficienti differenziali di primo, di secondo 
e di terz'ordine, e la sua cotangente risulla espressa dalla 
prima delle anzidette formole ». 

47. Un'attenta lettura di questa Nota ci farà agevol- 
mente conoscere, che lo scopo della medesima è di sta- 
bilire in astratto un Criterio, pel quale riuscire in certi 
casi a riconoscere se un dato problema sia ben risoluto: 
2." di schiarire e convalidare il Criterio istesso con un esem- 
pio o con un fatto particolare: 3.° di concludere in fine che 
nelle ricerche difficili, e che esìgono la considerazione di quan- 
tità infinitesime di varj ordini, U metodo degl'in finitamente pic- 
coli non è sempre una guida sicura. — Discorriamo tran- 

■ 

quillamente e severamente su ciascuno di questi articoli. 

Dice dunque il prelodalo Professore, che una esplo- 
sione analitica di .r, //, dx, dy, d 7 x, d*y, ce. trovala couif 
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risuUamento della ricerca di qualche (unzione di x per la 
considerazione dei differenziali anziché dei coefficienti diffe- 
renziali, e senza aver fissata una variabile indipendente, 
dovrà slimarsi affano sbagliala se inuanzi tulio non sia di 
grado zero per rapporto a d (cioè se la dimensione costi- 
tuita dagP infinitesimi nel numeratore non eguagli quella cui 
essi dan luogo nel denominatore ), e non si possa ridurre 
a contenere x, y, y\ y", y ,M ec. mediante le sole relazioni 
che esistono fra x, y, dx, dy, d*x, d % y t d 3 x, d 3 y ec. ed y\ 
y'\ y'" ec. nella ipotesi che nessuno dei differenziali dx, dy 
è costante; e prova questa sua proposizione coll'argomenlo, 
che lo stesso grado zero deve aver luogo in tutte le forme, 
sotto le quali è permesso di scrivere tf resultato della sosti- 
tuzione dei valori di y', y", y m ec. (da noi riferiti al pre- 
cedente paragr. 46) nella data formula, appellando ad una 
formula che nel Testo (*) ha supposta funzione di x, >/, //, 
y", ec.— Or mi sembra che questa dimostrazione non regga. 
Infatti, riducendola a forma sillogistica, viene a dirsi: Il re- 
sultato della sostituzione dei valori di y', y", y"' ec. in una 
data formula, che sia funzione di queste derivate, dev'essere 
di grado zero, rispetto alla dimensione degl'infinitesimi in- 
trodotti dalla sostituzione medesima: Ma il resultato della 
soluzione di un problema, ottenuto con un particolar modo, 
è possibile che contenga degl'infinitesimi come quelli pei 
quali son date y', y", y" f ec; Dunque, se ciò avvenga, que- 
sto resultato dovrà esser di grado zero, rispello alla dimen- 
sione degl'infinitesimi contenutivi, e riducibile a funzione di 
y» 9*1 y" ec. mediante le sole relazioni ec. ec, affinchè 
possa essere esatto. Ma questo sillogismo è formalmente falso, 
perchè contiene quattro termini invece di tre, essendo evi- 
dentissimo che altro è un resultato derivante da una sosti- 

t)Tucci, Elementi re, pa«. 8S, formula 'F). 

0 
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iuzione di certi valori in una data formula, altro un resultato 
procedente dalla soluzione di un problema, comunque trattato, 
sebbene in questo risultamento compariscano i valori che 
somministra l'accennata sostituzione: dunque ne è formal- 
mente falsa la illazione, e (quel che più monta) mi pare 
che tale pur sia anche materialmente. 

48. Infatti, abbracciando la questione in tutta la sua ge- 
neralità, è chiaro che se la soluzione di un problema della 
natura di quelli, cui appella in genere e in specie la Nola 
riferita, deve effettuarsi col sussidio degl' infinitesimi, o dà 
per risultamento immedialo una espressione mista di ter- 
mini di valor finito, oppure infinito, e di termini contenenti 
delle quantità infinitesime; ovvero questo risultamento ci 
viene offerto per una funzione di soli infinitesimi; e in cia- 
scuno di questi tre casi o gl'infinitesimi formano una di- 
mensione di grado zero ne' termini ove si trovano, o la 
formano più grande nel numeratore che nel denominatore 
di essi termini, o nel denominatore è più elevata che nel 
numeratore. Se formano una dimensione di grado zero, la 
parte che dipende dai medesimi equivale ad una quantità 
finita, perchè il rapporto di quantità infinitesime di eguale 
ordine o dimensione ha un valore finito (23. 4.°), ma può 
essere determinato o indeterminato. È determinato se la 
espressione in discorso può ridursi a contenere x, y, y\ 
//" ec. col mezzo delle relazioni che esistono tra queste quan- 
tità e i differenziali dx, dy, d % x, d % y ec ec, lo che è molto 
evidente; ed è indeterminato se ciò non può conseguirsi ; 
perchè essendo varj i valori degl' infinitesimi anche in un 
ordine islesso (ivi), come pur conviene l'Autor della Notai 1 ), 
ne consegue che il rapporto in proposilo possa avere un 
valor finito qualunque ( 23. 4.°). Se i nostri infinilesimi for- 
(l)Tucci, Elementi <c pag. 14. 
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mano una dimensione più grande nel numeratore che nel 
denominatore, vorrà dire, che quanto dipende da essi cor- 
risponde o a zero, o ad un infinilesimo (ivi) dell'ordine 
qual viene determinato dalla differenza delle dimensioni co- 
stituite dai medesimi ne' due termini della frazione generale, 
cui può sempre farsi corrispondere la nostra espressione 
infinitesimale colla riduzione al medesimo denominatore e 
colla conveniente applicazione del noto Principio. Così se si 

avesse questa espressione si riduce ad 

— L~> T?f* X<// * N numeratore della quale o è zero o è 

una quantità infinitesima di sest' ordine; mentre quella del 
denominatore essendo di quinto, tutta la frazione equivale 
ad un infinitesimo di prim' ordine, quando non sia zero 
per l'annullamento del numeratore. Che se si fosse avuto 

"t'Jty ^s~i è evidente che, costituendosi dal primo ter- 
mine un infinitesimo di prim'ordine, ed uno di secondo dal- 
l'altro, questo nel resultato dee sopprimersi in compara- 
zione del primo (23. 2.°), che quindi resta solo a figurare 
nella parte infinitesimale del nostro risultamene. — Se poi 
accadesse che in questa il denominatore della frazione finale 
fosse di un ordine superiore a quello del numeratore, allora 
la funzione infinitesimale avrebbe un valore infinito, come 
già abbiam potuto riconoscere (23. 4.°), se pure non lo 
avesse zero per l'annientamento del numeratore. 

Dunque la porzione che, nel risultato della ricerca in 
discorso, dipende da quantità infinitamente piccole, o ha 
un valore finito determinalo ovvero indeterminalo, o Io ha 
zero ovvero infinitesimo, o lo ha zero ovvero infinito. — 
È quindi facile concludere per ognuno dei tre enunciati casi, 
in ciascuna delle tre ipotesi ora esanimale : 



i 
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*.° Che se il risanamento della soluzione di un pro- 
blema per la considerazione degl' infinitamente piccoli è 
composto di due parti, una delle quali abbia un valore 
esplicitamente finito, e l'altra sia funzione di quantità infi- 
nitesime, il valor complessivo di questo risultamelo o è 
finito determinato oppure indeterminato, o è infinito: 

i .• Che se un tale risultamelo invece di avere la prima 
parte manifestamente finita, l'avesse infinita, il suo valor 
totale è sempre infinito, meno il caso che, avendo luogo 
la terza ipolesi, la quantità infinita della prima non fosse 
annullata da quella della seconda: 

5 .• Che se il risulla mento istesso non costasse che della 
parte costituita dai rapporti infinitesimali, allora il valore 
di esso corrisponderebbe a quello, che viene generalmente 
indicato da alcuna delle tre ipotesi, riepilogate qui sopra. 

Così se il resultato di una speciale ricerca fosse di 
grado zero per rispetto alla dimensione degl' infinitesimi, e 
fattavi la sostituzione dei valori di dy, d»y, d 3 y ec dati dalla 
Nota, e da noi riferiti al paragrafo 39, si ottenesse o l una 
o l'altra delle due formule porte in esempio dalla Nota me- 

desima,cioe o y'— ^pg , ovvero la pri- 

ma indicherebbe che il problema ha una soluzione finita e 
determinala ; e la seconda ci rivelerebbe che la questione, 
cui appella, entra nella categoria delle finite indeterminate, 

ed ha un' infinità di soluzioni in grazia del fattore che 

può rappresentare qualunque numero finito (23. 4.°), quando 
le condizioni e la natura del problema non vengano ad im- 
porre in qualche modo una limitazione ( 4 ). 

(I) E degno di considerazione, che il caso nel quale, in questo genere 
di problemi, si può trasformare in espressione finita e determinata il re- 
sultalo della soluzione, ha molta analogia con quello di una in t e K' a itone 
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Il Criterio dunque che si voleva stabilire nella Nota, 
superiormente riportata, in ordine alla ricerca di qualche 
funzione di x (come ivi si annunzia), non sta in generale, 

perchè una espressione qual sarebbe y* l ^~£nj* a * è una 

funzione di x, e una funzione finita, quantunque indeter- 
minala; e se il problema, cui una tale espressione si rife- 
risce, fosse indeterminato di natura sua, questa espressione, 
lungi dal portar la impronta dell'errore, avrebbe anzi in 
genere magnificamente risposto. 

49. Che se l'onorevole Autore della Nota avesse inteso 
per qualche funzione di x una funzione finita e determinata 
della stessa variabile, allora il suo Criterio tornerebbe, cioè 
sarebbe giusto ed applicabile; perchè ciò che per indole sua 
è determinato, non può in verità risultare indeterminato » 
come avverrebbe se per la sostituzione dei noti valori di 
dy t d*y, ec, e per altre risorse, non riuscisse determinare la 
parte infinitesimale del conseguito risultamento : ma non 
potremmo servirci di un tal Criterio che in quei proble- 
mi, che prima della soluzione conoscessimo positivamente 
essere determinali; la qual cognizione non potendosi am- 
mettere in generale ove si tratti di questioni alquanto com- 
plicale e difficili sul noslro proposilo, il Criterio istcsso ri- 
marrebbe di poca o di nessuna importanza. — Vediamo 
però se il caso speciale, che nella Nola viene considerato» 
sia uno di quelli, a' quali possa il Criterio medesimo legit- 
timamente applicarsi. 

50. Questo caso di esemplificazione è desunto dalla 
Geometria di Posizione del Sig. Carnot, e viene costituito 



in cui riesca di determinar la Costante; e che il caso della indetermina- 
zione del nostro risultamento somiglia moltissimo a quello in cui la Co- 
stante di una integrazione non può esser determinata. 
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dall'ultimo Problema che ivi si tratta, e che vi si enuncia 
in questo modo preciso (*): 

« Trovar l'angolo che la tangente d'una curva forma 
con la retta, la quale partendo dal punto di tangenza, di- 
vide in due parti eguali la corda infinitamente piccola, 
condotta parallelamente a questa tangente; trovare, dico, 
quest'angolo espresso in valori dell'ascissa e dell'ordinata, 
supposte perpendicolari tra loro ». 

Ora, questo Problema sarà determinato, o dovrà cre- 
dersi indeterminato di natura sua? Cioè, l'angolo incognito, 
che vuoisi conoscere, avrà un valore unico in ogni punto 
della curva che piaccia considerare, ovvero per ogni valor 
dell'ascissa potrà avere più e diversi valori? — Ed ecco un 
nuovo problema che bisogna risolvere, se intendiamo va- 
lerci con buono efletto della Begola, che la Nota in discorso 
propone: ma certo non dee parer soverchia qualunque fa- 
tica ed industria, quando è rivolta a definire una questione 
di tanta importanza, quanta ne ha quella che sì rapporta 
all'accusa, contro al Metodo infinitesimale intentala! — Ve- 
diamo dunque come stanno le cose. 

L'enunciato problema sarebbe visibilmente determinato 
se in qualunque luogo della curva data non si potesse con- 
siderare, o ammettere, che una sola corda infinitesima pa- 
rallela alla tangente, e dalla tangente distinta; perche in 
tale ipotesi il punto di tangenza e il punto di mezzo della 
corda sarebbero due punti soli e distinti, determinerebbero 
quindi una sola retta, la quale non potrebbe fare che un 
angolo solo colla tangente. Ma se (in virtù dell'ammessa 
varietà degl'infìn itesi mi in un ordine istesso) per un me- 
desimo punto della curva potessero esser molteplici e varie 
le corde infinitesime parallele alla tangente in tal punto, e 

(l)Carnot, Geometrie de Pnsilion. paj». *"7. 
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molteplici e varie le distanze infinitesime di esse corde dalla 
tangente medesima (volendo col Sig. Tucci portare esplici- 
tamente il concetto dell' infinitesimo alla distanza delle corde 
dalla tangente, anziché alla loro entità (*)), o sivvero accades- 
se, che queste corde confondendosi colla tangente in forza del 
Principio infinitesimale, il loro punto di mezzo coincidesse col 
punto di contatto; è chiaro che in ambedue questi casi il 
problema dovrebbe riguardarsi come indeterminato: percioc- 
ché nel primo la visione delle varie e distinte corde parallele 
ci costringerebbe ad ammettere che siano distinti i loro punti 
di mezzo, e non formanti in generale una medesima retta; 
donde emergerebbe l'idea di tanti angoli diversi quanti sono 
questi punti, attesoché ogn'uno fissa una retta particolare 
col punto invariabile di contatto: nel secondo caso poi non 
avendosi che un punto solo, per la possibile fusione o coin- 
cidenza del mezzo delle corde col punto tangenziale, sarebbe 
manifesta l'assoluta indeterminazione del problema. — Dun- 
que o non potendosi ammettere una sola corda infinitesima 
parallela alla tangente in un punto qualunque di una data 
curva , né una sola infinitesima distanza tra queste due 
rette, oppure non potendosi assolutamente negare la coin- 
cidenza del mezzo di una o più di quelle corde col punto 
di contatto, ne consegue che la nostra questione debba ri- 
tenersi come indeterminata, o certo come molto più proba- 
bilmente indeterminata, che come determinata, o (a con- 
ceder tutto) che in precedenza non vi si può pronunziare 
in proposito con sicurezza, e che quindi conviene attendere 
la risposta alla ricerca incidentale dalla soluzione della que- 
stione medesima per mezzo dei principi della scienza e di 

(I) Veggasi la Nola riportata al paragr. 40, dove (date le formule per 
le respettive soluzioni del problema) si enuncia dal Sig. Tucci il problem i 
medesimo. 
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un rigoroso procedimento. In ogn' una di queste contingenze 
adunque il Criterio della Nota non è qui rettamente appli- , 
cabile: per esso la formula del Carnot non soffre dunque 
eccezione, e quindi per questa parte non ripugna la sua 
esattezza, e molto meno quella del Metodo infinitesimale. 

Ma se la cosa sta in questi termini, come si spiega 
che il Sig. Tucci trova esser determinato il problema in 
discorso, mediante la sua soluzione, rappresentata dalla 
prima delle due formule riferite nella Nola? — Esaminiamo 
adesso questa curiosa questione! — 

51. Tutto il contesto della Nota pòrta inevitabilmente 
a supporre ed a credere che il Criterio, che ivi si voleva 
stabilire, debba applicarsi anche all'espressione che vien 
posta a confronto di quella del Carnot, e ad essa preferita, 
ie che quindi nella formula del Sig. Tucci debbano sosti- 
tuirsi i valori di rf a y, d 3 y ec. ottenuti nella ipotesi che nei 
differenziali superiori nè dx nè dy sia costante: ma qua- 
lora potesse alcuno menomamente dubitarne, prego a ri- 
flettere con attenzione ai due periodi che nella Nota istessa 
tengon dietro alla sistemazione di questi valori, e che qui 
mi permetto ripetere. 

« Se dunque (ivi è detto) sostituendo questi valori di 
dy, d a y, dh/ ec. nella proposta espressione, non accade che 
il resultato sia libero ancora dai differenziali dx, d % x, d 3 x ec, 
essa non sarà buona a rappresentare veruna funzione finita 
di x, dipendente da y e sue derivate. — A questo segno 
si conoscerà subitamente, per esempio, che delle due for- 

mu,e T~ *d*dy* ' T x + d*[d*dy-Ji x d- x y ,a P r,ma P uo 
esprimere una funzione determinata di x, e non la seconda; 
perchè sostituendo y'dx e v"dx a -H/ r d a j; in luogo di dye d*y, 

divengono respetlivamente tf — „, , y'-H — rrr4 — »• 
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Questo discorso è così chiaro e positivo, clie non ha 
d'uopo di conienti, nè lascia ambiguità di sorta. Si deve 
dunque sostituire in ciascuna delle due formule il mede- 
simo respettivo valore di dy, d»y, d 3 y, ec. qual vien dato 
dalla supposizione che dx e dy siano successivamente va- 
riabili. — Venendo pertanto a questa sostituzione, la for- 
mula del Carnot si riduce alla espressione assegnatale dalla 
Nota; ma quella del Prof. Tucci non risponde; si resta in- 
flessibilmente indeterminata, e quindi invece di contradire 
alla indeterminazione del nostro problema, depone anzi in suo 
favore, e rende omaggio, indirettamente almeno, al Metodo 
degK infinitesimi. — Cominciando infatti dalla espressione del 

Geometra francese, è manifesto essere: ~-h . ^ d f'tf x ^ * , = 

dx dx(dxd*y — dyd'x) 

y ■ t^^r 1 ^ come p°- 

ne la Nota; mentre, tenendo presenti i valori di dy, d a y, d 3 y 
Unte volte rammentali (46), ed osservando che d a y a significa 
il quadrato di d a y,è facile vedere che per la formula dell'Àu- 

, , . , dy (dx'-t-dy^y i [dx*+dy*)d\.dx 

.ore napolelano s. ha: ^--^j? W ^J,/ 

, ( l-|^r' *\d*y.dx_ , {\-^y'*)(y" , dx^y"dx*d t x-^y'dx(Px) , 
1J Zd*y* tJ Sy" m dxH-*y'y"dx % d*x+Zy'*d*x* ^ ~~~ 

(j^yfry (l-fy**) f ^f n —ìy , y u y" , )dx'd*x+fy ì, *dxd^x^y t y u d*^ 1 
Zy 1 ** /'* { Zy ,t *dx*+-6y , y''dx*d*x+Zy"'d*x* f 

laddove la Nota non ritiene che i primi due termini di que- 
st'ultimo valore, omettendo il terzo complessivo, che è del- 
l'ordine zero rispetto alla dimensione degl'infinitesimi, e per- 
ciò finito indeterminato, non potendosi in generale riguardar 
come nullo. 

E a quei due termini soli ridurrebbesi efleltivamente 
la relativa formula proposta, qualora invece dei valori di 
d*y e dty, che suppongono variabile anche dx t facessimo uso, 
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per la sosliluzione, di quegli altri che ritengono dx come 
costante (33), ponessimo, cioè d a y=y l 'rfx a , d 3 y=y"'dx 3 ; 
perchè, essendo in tal caso d*y*=y" 2 dx* , e dhj.dx=>if"dx£ % 
il secondo valor trovato per l'espressione in parola, vale a 



plicazione del supposto Criterio non si farebbe più su due 
formule differenti, una delle quali credula buona, ed una 
cattiva ; conlradiremmo apertamente a ciò che prescrive 
l'Autore, il quale sarebbe caduto in un equivoco grandis- 
simo confondendo una soluzione, che ha riguardato dx come 
costante ne' differenziali superiori, con un'altra che fosse 
fondata sulla opposita condizione. — Tuttavia, siccome è 
possibile un malinteso su questo punto, tanto più che se la 
Nola non ha il difetto di chiarezza nella esposizione, biso- 
gna che riconosca l'altro di avere ammesso come determi- 
nato ciò che, giusta le sue prescrizioni, risulta indeterminato; 
non posso dispensarmi, neir interesse del mio argomento', 
dall' indagare ulteriormente e direttamente se in realtà il 
problema sopra espresso è un problema determinalo, op- 
pure indeterminato, e in ogni caso qual sarà la formula 
più semplice di soluzione. 

52. In seguilo ad un attento esame sull'attuale que- 
stione, credo potere affermare che il nostro problema è 
indeterminato, e che non esige per la sua soluzione il con- 
corso dei differenziali d' ordine superiore . Ritengo quindi 
come difettosa la formula del Prof. Tucci, sia che vi con- 
sideri dx variabile, sia che ve la supponga costante, e 
slimo inesatta quella pure del Sig. CarnoL — Quanlo alla 
espressione data dal primo, non ho poluto per diretta ma- 
niera verificarla, perchè non m'è ancora riuscito di veder 




3</*j»~~ • s * can » creDDe immediatamente in 

'Ir"' 

: ma allora usciremmo affatto di tema; Tap- 
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l'Opera, dalla quale Fgli dire averla desunta ('); mi con- 
verrà dunque giudicarla indirettamente, per ora. — Quanto 
poi alla formula del secondo, trovo che soffre eccezione, 
perchè viene appoggiata implicitamente ad un falso sup- 
posto. — Dichiariamo brevemente l'origine e l'essenza di 
questo errore. 

53. Nessuno può togliere al Sig. Carnot il pregio di 
essere stato un Geometra molto acuto, operoso e distinto: 
ma lo stato della scienza sull'infinito matematico, che non 
ebbe fino ad ora quello sviluppo logico ed algebrico, quale 
è indispensabile per fissare i principii e i canoni di un si- 
curo edilìzio; e forse più che altro le strepitose vicende 
politiche, nelle quali si trovò immerso, e delle quali fu 
Egli sì strettamente a parte ( 9 ); non gli permisero proba- 
bilmente di approfondire quanto era di mestieri il Metodo 
degl' infinitamente piccoli. Io confesso che, da un ingegno 
come il suo, mi sarei aspettato di più su questo proposilo; 
e mi ha fatto pena il vedere che per tutta conclusione sulla 
natura degl'infinitesimi, proclami ripetutamente che possono 
a piacere considerarsi o come assolutamente nulli, o come vere 
quantità ( s ); proposizione che rivela nel dotto Scrittore un 
imbarazzo ed una perplessità sorprendente, fino al punto 
di non permettergli di sentire la volgare contradizione, che 
si contiene in una tale sentenza, in modo così assoluto 
pronunziata. Non mi ha dunque recalo alcuna sorpresa che 

(1) Dopo il pezzo della Nota, già riferito (ili), il Sig.Tucci soggiunge: 
Vegga nsi le ricerche analitiche sulla somiglianza delle curve te. — Na- 
poli 1825. 

(2) E palese che il Sig. Carnot fino dal 1791 fu chiamalo a far parli* 
del Governo di Francia; ne sostenne le più alte dignità; ne organizzò iti 
pochi mesi le numerose armate; e non lasciò d'esser Ministro della guerra, 
che quando Napoleone 1 ascese all'impero. 

(3) Réflexions sur la Métaphisique du Calcili infuiitesimal, pag. 19.2, 
190. 214. 215. 
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Egli sia caduto in inganno sopra un punto, che meritava 
le più sottili ed insieme le più elementari e logiche distin- 
zioni-^ ben lontano dal fargliene addebito e dal diminuire 
il giusto concetto de' non piccoli nè pochi meriti suoi, ho 
stimato anzi che non potesse quasi fare a meno di restare 
illuso in forza delle circostanze precedentemente accenna- 
te. — Or ecco di che si tratta. 

Enunciato il problema nel modo che lo abbiamo ri- 
ferito (50), e in coerenza di esso considerato un arco mMm' 
(Fig. 10) infinitamente piccolo sopra una curva piana data, 
e immaginate condotte la corda infinitesima mm\ la tan- 
gente TM parallela ad essa, le ordinate PM, pm, p'm', e le 
rette Mr', mrr" normali ad m'p 1 ; il Sig. Carnot dice che 
sarà evidentemente mr=dx, Mr=dy, Mr'=dx-Mf a ;r, r'm'= 
dy-hd*y ('): e in questa prima proposizione, la quale è base 
di tutto il rimanente processo di soluzione, è dove a me 
sembra che il chiarissimo Uomo abbia commesso un errore 
di principj. Infatti, essendo infinitesimo di prim* ordine (co- 
me supponesi implicitamente) Varco mMm', infinitesima del 
medesim' ordine sarà pure la sua proiezione pp' sull'asso 
delle ascisse; la quale proiezione venendo spezzata in due 
parti, dalla MP, ordinata al punto di tangenza, si risolve 
in due porzioni pP, Pp', che necessariamente debbono essere 
infinitesime dell'ordine stesso cui spella pp', perchè questa 
operazione puramente geometrica non altera in verun modo 
la naturale omogeneità, che sotto ogni rapporto esiste tra 
le parli di una retta e la retta medesima. Se dunque per 
la debita generalità del procedimento solutivo si vuol sup- 
porre che le due porzioncelle pP, Pp' siano disuguali, e 
piace rappresentare la prima ( e quindi la sua eguale mr ) 
con dx\ la seconda (e però la equivalente Mr') non sarà 

I) Carnol, Geometrie do Posilion, p;ig. 478. 
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mica dx-\-d*x, ma dovrà essere espressa da Mx y qualora 
si gradisca in funzione della prima; altrimenti o suppor- 
remmo in generale che la differenza tra due infinitesimi di 
prim' ordine sia di secondo, lo che è falso (44), o introdur- 
remmo nella semplice costruzione sovrindicata il concetto di 
una variazione elementare di second' ordine, concetto che vi- 
sibilmente non può adattarsi all'indole del nostro problema. 

Imperocché il punto M non è un punto che possa va- 
riarsi a nostro piacere sull'arco infinitesimo mMm'; ma 
(stando al supposto della costruzione) è fisso ed unico, 
venendo determinato dalla condizione del parallelismo tra 
la tangente e la corda stabilita dall'arco: quindi è fisso ed 
unico il punto P della sua proiezione ortogonale, e non può 
per conseguenza su pj» orsi che possa a nostro talento avvi- 
cinarsi a p, o discostarsene, fino a darci pP differente da 
Pp' di una quantità infinitesima a nostro arbitrio. La na- 
tura del problema imprime adunque alle porzioni pP, Pp* 
r impronta della invariabilità: sono quello che debbono es- 
sere secondo le condizioni generali della ricerca, eie speciali 
della curva: hanno un valore infinitesimo di prim' ordine, 
come quello della pp 1 di cui fan parte; e la loro differenza 
e qual dev'essere a norma dei principi legittimi della scien- 
za, cioè infinitesima dello sless' ordine, e non di secondo 
come ha supposto il Sig. Carnot, perchè qui non possono 
( in virtù delle fatte considerazioni ) aver luogo i casi ecce- 
zionali, da noi contemplali nel paragrafo 44. Il postulalo 
dunque, richiesto tacitamente da questo celebre Matematico, 
non può concedersi; non può ammettersi, cioè, in buona re- 
gola infinitesimale ( lo ripeliamo ancora ) che la differenza 
puramente aritmetica tra due quantità infinitamente piccole 
di un dato ordine e della medesima specie, sia generalmente 
infinitesima di un ordine superiore; e negato quindi cosi 
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giustamente elie la nostra Pp'=Mr' equivalga a dx-f-d*x, 
rade tutla la susseguente dimostrazione, e con essa la for- 
mula finale, intorno a cui si ragiona (*). 

54. Per provare poi fino air ultima evidenza, che il 
prefato Sig. Carnot riteneva come una verità incontrasta- 
bile il postulalo ora espresso, non mi occorre che riportare 
le parole, colle quali, ottenuto il suo resultalo, passa Egli 
immediatamente a farne applicazione ad un caso particolare. 

« Nel circolo, per esempio ( dice a pag. 480 (*) ), affin- 
chè Witti* sia parallela alla tangente MT, come si suppone, 
bisogna elicgli archi mM, Mm' siano eguali, o che d»*=0, 
(rappresentando con d$ l'arco infinitesimo mM). Differen- 
ziando dunque l'equazione ds a =djc a -hdy a , (che viene dal 
triangolo mMr, e suppone rettilineo l'arco ds), avremo 
dsd^s^dxfrx-Hlyd*!/. Dunque jntichè d a s=0, si avrà ec ». 

Ora con questo semplice discorso l'Autore mostra chia- 
ramente di tenere per principio, che quando due quanti là 
infinilesime della medesima specie sono eguali, non possono 
avere differenziali d'ordine superiore, e che quindi questi 
differenziali sono costituiti dalla differenza di differenziali 
d'ordine inferiore, poiché dall'essere ds=Mm=Mm\ con- 
clude che f/'*s=0. Ma il professare tal dottrina è lo stesso 
che confondere le differenze algebriche, propriamente dette, 
coi differenziali dell'analisi infinitesimale; i quali nascono, 
è \ero, da differenze fra quantità in diverso stato di gran- 
dezza, ma questa diversità di stato ha origine dal concetto 
di variazione elementare e relativa, senza di che non abbiamo 
giammai differenziali; il perchè ogni differenziale è una dif- 

(1) A pag. 479 della Geometria di Posizione, e precisamente nel verso 
ullihlo, dove l'Autore scrive il suo resultato, e nel verso penultimo, vi è 
un errqr di stampa, dovendo leggersi respeltivamcnlc nel denominatore 
dei secondi termini dx e <lx* invece di rfx\ 

(2) Qui pure v'ha error di stampa, essendovi scritto w'T invece di m'M 
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ferenza, ma non ogni differenza è un differenziale. La man- 
canza pertanlo di questa importantissima distinzione ha con- 
dotto l'Autore istesso ad appoggiarsi al seguente sofisma: 
La differenza tra due quantità uguali è zero : Ma Mm ed 
Mro' sono quantità uguali; Dunque il differenziale di Mm=ds 
è zero: e l'aver confuso questa specie di discorso con un 
legittimo sillogismo, ha fatto sì che Egli abbia tenuto per 
sicuro il suo resultamelo, e non si sia quindi accorto della 
< ontradizione in cui è caduto. 

55. Essendo certo infatti, che pel caso nostro abbiamo 
mM=Mm r , ne consegue (per i triangoli rettangoli Mmr, 
Mm'r', e per i valori assegnali generalmente dal Sig. Car- 
not ad Mr' e ad m'r' (53) ) che (Mm')»— (Mm)*=0=dx*-{- 
dy*-+-2dxd*x-h%dyd*y-hd*x*-\-d 2 y' i — rfx a — dy**=2dxd 2 x-\- 
2dyd' x y-\-d 2 x :t -^-d 2 y 2 . Ma se fosse vero che si avesse dxd 2 x-+- 
dyd a y=0... (54), come risulta dal supposto di d a «=0, sa- 
rebbe vera altresì l'equazione 2dxd 2 x-+-2dyd 2 y~0; e quindi 
l'eguaglianza procedente dalla differenza dei quadrati di Mm' 
e di Mm ci porgerebbe d 2 x 1 -\-d 2 y x =Q. Ora nell'attuale ap- 
plicazione, il Sig. Carnot o riguarda come esistenti i diffe- 
renziali d 2 x e d*y ( siccome gli ha già effettivamente ri- 
guardati),© crede che sia meglio reputarli nulli ambedue 
insieme, o vuole infine che uno sia zero, e l'altro no. Nella 
prima ipotesi l'equazione d a ;r a -+-d a # a =0 è assurda, perchè 
qualunque sia il segno di d a x e di d a //, i loro quadrali sono 
sempre positivi, e la somma di due quantità positive non 
può esser mai zero: d'altronde non può ricorrersi al Prin- 
cipio infinitesimale per eliminare la somma di que' due 
termini dal resultato che abbiamo immediatamente ottenuto, 
perchè annullandosi i termini infinitesimali d'ordine infe- 
riore, giusta quanto ci concede il prelodato Geometra, il 
detto Principio sarebbe male applicato (43). Nella seconda 
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ipolesi, in quella cioè che sia d'j^d^sO, I' 
d»xM-d*y*=0 sarebbe sodisfatta, ma non risulterebbe al- 
trimenti zero la cotangente dell'angolo cercato, come trova 
l'Autore mediante il supposto di d a *=0 (•) : la formula 

dy [dx*-+-dy*)d'x 

cotTM»= • l . , , . j . . darebbe invece visibilmente 

dx dx{dxd*y—dyd*x) 

cotTMn«=^-+-Q , espressione che gli algebristi direbbero in- 
determinata, mentre da noi sarà trovala assurda quando 
al seguente articolo entreremo in discussione sullo zero. 
Nella terza ipolesi finalmente, se uno solo dei due differen- 
ziali d*r, fry dev'esser nullo, o lo sarà d**, o lo sarà d*y: 
in ambedue i casi l'equazione d*xM-d a y*=0 è ripugnante; 

d Y 

ed inoltre, nel primo caso la formula finale dà cotTMffc^ 

langMTP«=cot(90 o — MTP)=cot(270° — MTP), cioè la retta Mn 
che dal punto M va sulla metà della corda si confonderebbe 
coli' ordinata MP; nel secondo porge evidentemente cotTMn=» 

«.oitp-«oK«W- 

MTP)=-col(:i60 o — MTP), cioè la Mn sarebbe parallela all'asse 
delle ascisse; e così in tutti i modi non avremmo per questa 
retta la direzione normale a TM, che le assegna l'Autore. — 
La sua dottrina su questo punto ripugna dunque con sè 
medesima; ed Esso, commettendo nell'applicazione lo stesso 
errore in cui era incorso nella soluzione generale del pro- 
blema, ci ha offerto un bell'esempio di compenso d'errori, 
poiché da una formula inesatta ha dedotto un resultato so- 
disfacente; il quale è stato quindi una specie di velo, che 
gli ha impedito di ravvisare la ricercatezza del metodo di 
riprova, consistente nel ricorrere ad una proprietà della cur- 
va piuttosto che alla sua equazione per trarre i valori da 

(I) Girimi Geometria di posizione, pog. 180. 
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sostituirsi Della formula generale; e gli ha occultato la vera 
indole del problema, che andiamo adesso a risolvere col ge- 
nuino metodo degl' infinitesimi. 

56. Si tratta dunque di trovar la direzione della retta 
che da un punto qualunque M di una curva scende sulla 
metà di una corda infinitesima, la quale sia parallela alla 
tangente nel punto istesso M, riferendo questa direzione alla 
tangente medesima. Or niente vi ha di più facile nè di più 
elementare per l'analisi infinitesimale che la soluzione di 
questo problema. Infatti, ad una corda infinitesima corri- 
spondendo un arco infinitesimo, e Viceversa; e ogni arco 
infinitesimo essendo rettilineo (25 e 27 ), ne consegue, come 
nià sapevamo (ivi), che la nostra corda formerà una retta 
sola coll'arco sotteso infinitamente piccolo, perchè dovendo 
per sua natura aver due punti comuni con questo, ne av- 
verrà la perfetta coincidenza, essendoché due rette che han 
comuni due punti, coincidono tra di loro. La corda istessa 
adunque passerà pel punto M di tangenza, che è un punto 
dell'arco, e così avrà essa un punto comune colla tangente: 
e poiché dev'esser parallela a questa, dovrà necessariamente 
distendenti e confondervisi. Il punto ?i di mezzo della corda 
sarà dunque sulla tangente, e cadrà o in M o fuori di M. 
Se cade in M, i due punti M ed » ne formano uno solo, e 
quindi tutte le rette che passano per esso sciolgono la questio- 
ne; se cade fuori di M, dovendo però esser sempre sulla tan- 
gente, se ne deduce che la M» avrà la stessa direzione della 
tangente medesima, e farà quindi con essa l'angolo zero. 
Dunque il nostro problema o non ammette angolo alcuno, o 
gK accetta tutti: e siccome nella considerazione di una curva 
qualunque non è possibile decidere se i punti M ed n coin- 
cideranno o no, si resta dunque in generale in questa alter- 
nativa, ed il quesito e perciò generalmente indeterminalo. 

7 



Digitized by Google 



98 

Ed ecco senza figure, senza costruzioni, senz'apparalo 
di differenziali di due o tre ordini, senza lunghi giri di 
spinose dimostrazioni, risoluta la nostra questione, in quanto 
ne è per sua natura capace, dai semplici elementi del no- 
stro Metodo: ma essendoché anco nelle Matematiche si è 
introdotto una specie di materialismo, il perchè molti non 
restano appagati di una dimostrazione puramente astratta 
o metafisica, quantunque rigorosissima, ed amano ed esi- 
gono di aver sempre sottocchio degli algoritmi, quasi che 
lutto voglian ridotto a formula; e d'altronde la verità non 
può essere che coerente a se slessa; eseguiremo la nostra 
ricerca con procedimento geometrico anche per rispetto alle 
forme; e ad oggetto di operare colla maggiore precisione 
e limpidezza possibile, tenteremo di dare al problema la 
massima generalità, prescindendo in principio dal valore 
della corda parallela alla tangente, che quindi supporremo 
esser qualunque. 

57. Sia dunque ( Fig. 10 ) AmM una qualsiasi curva 
piana, rappresentala dall'equazione y=<p(x) riferita ad assi 
ortogonali; TM la tangente ad un suo punto M; mm! una 
corda condotta per un punto m della curva, preso a pia- 
cere, parallelamente a TM; n il punto di mezzo di questa 
corda ; e si voglia l'angolo TMn. Abbassale le ordinate 
mp,MP,m'p', e da m,M le rette mrr'^Mr 1 normali su pW, 
e supposte note le coordinate x$ del punto M, e le x\y' 
del punto m, sarà facile primieramente determinare quelle 
del punto m', che chiameremo x'V'- Infatti, se riferiamo 
la corda tnm' ai medesimi assi della curva, è ne rappre- 
sentiamo l'equazione con s— och-6; sapendosi che a corri- 
sponde alla tangente dell'angolo che la retta dell'equazione 
fa coll'asse delle ascisse, il parallelismo di mm' con TM ci 
darà subito a»tangMTP; e giacché la teoria delle tangenti 
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porge tangMTP«è, sar à dunque o=^. Per determinare 

la costante 6, osserveremo che il punto m è comune tanto 
alla corda che all'arco; quindi sarà z^y^&^x 1 in tal punto, 

e perciò 6=2 — a<v)=^ f — ~x'. Inoltre essendo pur comune 

alla corda ed all'arco il punto m', le sue coordinate x",y" 
dovranno sodisfare tanto all'equazione della retta quanto a 
quella della curva, ed avremo per conseguenza y"=ax"-±-b, 
y"— e quindi ax M -f-&=p(x"), d'onde trarremo x" t e 
poi y n dall'equazione della retta o da quella della curva. Il 
punto m ' resta dunque determinato; determinata è pure pP= 
mr=x—x\ P/}'=Mr , =-vc ,, -;r, pp ì z=mr' ì =x"-x\ Mr=y-y\ 

mr=y -y, mm—^^ ed wn-^-—. 

Chiamando ora 0 il punto d'incontro di MP con mm\ 
ponendo per maggior semplicità ang.MTP=ang.£mr=T, ed 
osservando che il parallelismo diTM con mm' dà ang.TMn= 
ang.Mnm', sarà facile vedere che dal triangolo M9n e dalla 
fatta costruzione avremo 

M0 : Qn : : senMn0 : sen0Mn 

M0 : 9n : : sen(180°— Mnro') : sen(TMn— TM0) 

M0 : 0n : : senMnm' : sen(TMn — TM0) 

M0 : 0n : : senTMn : senTMn . cosTM0— cosTMw . senTM0 

W : 0n : : 1 : cosTM0— cotTMn .senTM0 ; d'onde $n= .... 
M0 . cosTM0 — M0 . cotTMn . senTM0 ♦ M0. cotTMn. senTM0= . . . 

M0.cosTM0— 9n, e cotTMn=colTM0— ^^f 9 > ossia 

cotTMn-tangT-^^^langT-^, 

appellando Mt? la distanza tra le due parallele TM ed mm r , 
ovvero la normale abbassata da M sopra mm'. 

Per avere il nostro angolo TMn non ci resta dunque 
che da determinare i valori di 0n e di M0. A tale efletto, 
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ponendo per brevi là x — x'=djc, x" — x=d'x t ed y — y'=oy f 
ed osservando che On<—=mn — mO, ed M£=MP — Pr — rQ, con- 
seguiremo agevolmente: ^ n =j^ — *^ am ~tos£~ mm & ; 

mO=f^(tm^r$ 2 )==y r '[^-^-^) ; rQ: òx: : senT: cosT , 
rG— » o^.langT, fo»=5a? a .lang a T; e quindi m{3«=^(3x a -h 

^t^- '^- ed M5=y-y'-axtangT=5^langT. 
Dunque eotTMn-tangT- WT ^" tangTj = tangT--^ 
-, ovvero cotTMtu* tangT--^^ . 

2cos«T.<?x(^-,tangT) ScosT.M, 

Se pertanto si vuole che la corda mm r sia infinitesima, 
sarà evidentemente in tal caso 3'x=d';r, $x=dx, 5y=dy; 
e quindi per l'angolo, che è l'oggetto della nostra speciale 
e principale ricerca, avremo 

cotTMn— langT d ' x ^ z r . 

icos'T. c/x(g—»angT) 

In questa espressione parrebbe che il denominatore 
della parte frazionaria fosse zero, perchè abbiam detto di 

sopra che tangT— ~; ma in realtà quel divisore è un infi- 
nitesimo di sccond* ordine. Infatti, valendoci della nostra 
Fig. 10 per non moltiplicare figure e costruzioni, suppo- 
niamo che MT sia una retta tangente al punto qualunque 
M di una curva data, che Pp' sia una variazione elemen- 
tare dx dell'ascissa, e che p'm* venga prolungata fino al- 
l'incontro h con TM. Sarà Mr'=dx, m'r'=dy; e il trian- 
golo rettangolo hMr* darà hr' : dx : : senT : cosT , d'onde 

hr* 

tangT= /r . Ma /«> W^-t-fcrn', ed hm\ per la teoria dei con- 
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tatti ( ! ) e in virtù del Principio infinitesimale, corrisponde ad 
itjxflxr, dunque hr t -dy+ì<t> l fe)dx*, e tangT=^^^-'= s 

^-f-^j/xjdx. Dunque la tangente dell'angolo che una reità 

tangente ad una curva fa con Tasse delle ascisse, è % in 

dx 

astratto o in se stessa considerala; ma quando è in rela- 
zione di differenza con altre quantità, come avviene pel caso 
nostro, ricorre l'avvertenza e la regola stabilita nella prima 
parte di quesla Memoria al paragrafo 44, e che visibil- 
mente deve estendersi anche alle differenze tra quantità 
finite miste d'infinitesimi; dunque finalmente 



cos'T. ? H {x/Jx* dx cos'T, f lt {*)dx* ' 

Ora, d l x e dx o sono eguali o sono diseguali. Se sono 
eguali, la loro differenza è zero, e quindi resulla cotTM«= 
tangT: se poi sono diseguali, dovran differire di una quantità 
infinitesima del loro ordine, cioè di primo, e potrà rappre- 
sentarsi con bdx; il secondo termine della rinvenuta espres- 
sione si ridurrà allora a — - b . , . , il quale ha un valore 

COS"l . f u [x) • ax 

infinito in grazia del divisore infinitesimo (23. 4.°); e sarà 
quindi colTM«=langT-+-ao = od, applicando il nolo Principio. 
Frattanto, nella prima ipolesi avremmo che l'angolo TMn 



' (I) La differenza tra l'ordinata ad un punto di una curva e quella 
che, insistendo sulla medesima ascissa, si riferisce alla retta la quale sia 
tangente alla curva istessa nel luogo delle coordinate x,y, è data in gcne- 

raleda Jx'-4- g , .(Tx^-f- . tfxH-ec. , ove -i, ec. 

idx* Ì.Zdx* S.3.4rfx* dx* t/x 1 

rappresentano le derivate seconda, terza ec, perchè d*y, rfV ec. suppon- 
gono dx costante (33); e 9x esprime la distanza a cui, relativamente 
all'ordinata al punto tangenziale, sono condotte le due ordiuate di con- 
fronto. Dunque se ò*x=r/x, la differenza tra queste ordinale equivarrà 
ad \f t lx)dx* in virtù del Principio infinitesimale. Veggasi, tra gli altri 
Trattatisti, Inghirami, Elementi di Matematiche. Tomo 5." pag. 3*7. 
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eguaglierebbe l'angolo TMP, e che perciò la Mn sarebbe di- 
retta lungo l'ordinata al punto di tangenza, resultato che, in 
qualche modo, non contradice al primo caso della soluzio- 
ne data nel precedente paragrafo; nella seconda verrebbe 
TM»t— 0, cioè la Mn si confonderebbe colla tangente, e sa- 
remmo in perfetta uniformità col secondo caso della solu- 
zione adesso ricordata: e poiché non possiamo sapere quale 
di queste due ipotesi debba in generale verificarsi, restiamo 
dunque in una indeterminazione anche con questo procedi- 
mento geometrico ed analitico. 

58. Tuttavia, siccome o l'una o l'altra di quelle due 
proposizioni disgiuntive deve aver luogo, vale a dire, sic- 
come dee aversi d'x o eguale a dx, o diverso da dx me- 
desimo, e quindi o si ha cotTMn=langT, o colTMn= od , 
giacché non si può ormai ammettere che la differenza tra 
d*x e dx sia un infinitesimo di second' ordine, nel qual caso 
la soluzione sarebbe stata manifestamente indeterminala; 
pare che il problema debba stimarsi come determinato, 
non restandovi d'incertezza che quanto riguarda la cogni- 
zione definitiva intorno a quale dei due valori determinati, 
TMn=TMP, TMn==0, debba in conclusione risultare. — Anzi 
non è difficile pervenire, sempre col mezzo degl'infinitesimi, 
alla equazione colTMn=«tangT come ri sul la mento generale 
della nostra ricerca. 

Infatti, supposto infinitesimo l'arco mMm' di una curva 
qualunque (Fig. 10), e condotte al solito le rette mm', mp 
m'p', Mr 1 ed mr"; sarà infinitesimo anche il valore di pp', 
e Io rappresenteremo con dx* Elevata sulla metà P di pp f 
l'ordinala Pr0M, e tirata la Oq normalmente ad m'p', avremo 
Mn—»r'r", mr=pP=~Pp'=Mr'=C!<7«== jda: ; ed i triangoli ret- 
tangoli m0r, Mq saranno eguali, perchè hanno un lato 
eguale adiacente a due angoli respettivamente eguali. Dun- 
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que m£=£m'; cioè la corda infinitesima mm' è divisa in 
mezzo da PM. 

Se fraltanto rappresentiamo con x,y le coordinate del 
punto Hi e con ?[x) l'equazione della curva, sarà 

Mr— — il differenziale di PM, considerando Vp ne- 

dx 

gativa; ed m , r'=9,(x)— corrisponderà al differenziale della 

stessa PM con Pp } positiva. Dunque, prescindendo dal se- 
gno, questi due differenziali sono eguali, siccome avviene 
in generale quando la variazione infinitesima dell'ascissa è 
uguale da una parte e dall' allra dell'ordinala: e poiché 

dy=y l [x)dx , sarà m'r"«=.m'r'-+-r , r"=m , r'-i-Mr==.9 l (j;)'^-h 

dx 

^^xyj==^ k {x)dx=4y, e quindi dal triangolo wim'r", tnm'= 
y[dx^dr), ™0=~ = 4 f/^'+df); dal triangolo roSr, 

mr dx 1/ [dx*-\-dy*) 

mr:m9::senm9r: 1, d'onde senm5r=— =»y : — — — ^-'= 
sen'roSr — , f * , . , 1 — sen a m&r=cos a m9r= 



Y(dx'+d r ) * ™ dx*+dy* » 

dy* a - scn , mOr_ </x* rfr* dx« 

dx*+dy* ' tang m cos» wOr ~ rfxM^y» : rfxM^r ,=== 5r* ' C 

langm0r=~. 

Ma se ora supponesi condoli a al nostro punto M la 
tangenle MT alla curva, sappiamo essere langMTP=^, e 

dx 

perciò cotMTP=^=tangm0r; e poiché l'angolo TMr è ugua- 
le a 90° — MTP, sarà langTMr=lang(90°— MTP)=colMTP= 
langm^r; cioè l'angolo TMr eguaglia l'angolo mOr. Duuque 
la tangente così condotta è parallela alla corda mm' del 
dato arco infinitesimo. Ma dato un arco, non può esservi 
in esso che una tangente unica, la quale sia parallela alla 
corda che lo sottende: dunque la TM è la tangenle che 
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esige il noslro problema ; c la MV essendo la rella che da M, 
punto di conlatlo, va sulla mela della corda, ne consegue 
che l'angolo cercato TMn è TM0, e perciò pare che abbiamo 
generalmente cotTMn=»cotTM0«*tangT. — Or come si spie- 
ga colai deduzione? 

59. La convenienza di rispondere a tale inchiesta ci 
richiama ad una considerazione, che è fondamentale e quindi 
importantissima per la scienza nostra, e che si connette in- 
timamente con quella, che ci occorse fare trattando della 
validità della dimostrazione del Principio infinitesimale (20). 

Essendoché la certezza di ogni illazione, legittimamente 
dedotta, dipende dalla bontà e quindi dalla esistenza delle 
premesse, ne segue che la certezza di tutte le conclusioni 
matematiche è in qualche modo condizionale, dipendendo 
per necessità da quella dei giudizj e dei dati espliciti ed im- 
pliciti, sui quali esse conclusioni si appoggiano. La generalità 
di queste è dunque rigorosamente limitata dalla giustezza 
e dalla presenza di quelli; cioè un resultamento matema- 
tico, ottenuto come generale, si manterrà certo e vero in 
tutti quei casi, ne' quali si verificheranno tutte le condizioni 
d'ogni maniera, dalla essenza delle quali prese origine ed 
ebbe vita; il perchè se ne manchi qualcuna in qualche par- 
ticolare contingenza, il resultato correlativo sarà inesatto, o 
almeno non potrà con sicurezza affermarsi il contrario per 
esclusiva e rigorosamente logica deduzione dal caso generale. 

Ho supposto esplicitamente che il resultato, di cui trat- 
tasi in massima, derivi dalla essenza delle cose matematiche 
poste in campo per conseguirlo; perchè quando procedesse 
da proprietà estrinseche ed accidentali rispetto alle cose me- 
desime, la conclusione, cui adesso pervenivamo, non sarebbe 
giusta; potendo benissimo in tal caso aver luogo un risul- 
tamento di una generalità senza limili, relativamente al- 
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l'espressione matematica, dalla quale è desunto, perchè in- 
vece di appoggiarsi alla entità dell'espressione medesima e 
di farsene dipendente col trarne profitto, potrebbe fondarsi 
sulla sostanziale indipendenza da quella, com'è avvenuto 
per la conclusione della citata dimostrazione intorno al noto 
Principio (19 e 20). Ivi il resultato non partecipava punlo 

dell'essenza o del valore dell'espressione che ha ser- 
vito a farcelo conoscere; e non ne ha partecipalo nò sotto 
quella forma, ne sotto altre, nè tampoco ha reclamalo il 
sussidio di qualche speciale valore della x. Quel resultalo 
deve la sua esistenza al supposto che la riferita espressioni* 
possa con legge determinala svilupparsi in una serie avente 
un numero infinito di termini, e da questa supposizione esso 
è dunque dipendente; in guisa che potrebbe non esser vero 
se vera quella non fosse : ma tal supposizione appella ad 
una forma, e ad una forma accidentale, poiché la espressione 
di partenza, o il dato del nostro problema, può stare senza di 
essa forma, tanto è vero che viene proposta solto di un'altra. 

Non così però accade a riguardo del teorema, che 
l'arco infinitesimo di una curva piana qualunque è retti- 
lineo (25). Questa conseguenza nasce da una funzione di 
quattro quantità, a, b, c, x y che sono altrettanti elementi 
di un triangolo; e tal funzione ha origine da una proprietà 
essenziale del triangolo islesso, quale è quella di avere il qua- 
drato di un lato, uguale alla somma de' quadrati degli altri 
due, meno il doppio del rettangolo di questi lati moltiplicato 
pel coseno dell'angolo da essi compreso (ivi): dunque la illa- 
zione, di che si parla, dipende sostanzialmente dalla entità 
geometrica della data forma triangolare; e il resultato ge- 
nerale ottenuto, vale a dire c 2 »(a-f-6) 9 — afcx a (l — ^-t""^)' 
varrà per tutti i triangoli rettilinei immaginabili ed ammissi- 
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bili, e la estensione delia sua applicazione sarà necessaria- 
mente limitata dalla condizione che trattisi di un triangolo. 
Se dunque si ponesse in quella formula un tal valore per x, 
in virtù del quale le tre rette a, t>, c non costituissero più un 
triangolo* usciremmo fuori dei limiti della generalità di essa; 
il conseguente risultamento sarebbe erroneo, perchè serbe- 
rebbe la legge intima di una composizione qual si conviene 
al caso di un triangolo ove triangolo non esiste. 

Da ciò emerge, che se con x infinitesimo i lati a e 6 
del triangolo di partenza coincidessero col terzo c, non esi- 
sterebbe più triangolo, e quindi non potrebbe farsi xr=*dx 
nella formula riferita senza cadere in errore: il perche se 
noi riteniamo per esatto il resultato finale, procedente da 
tal sostituzione e formulato nel teorema riportalo qui so- 
pra, è solo in grazia del Principio infinitesimale che vi 
abbiamo applicalo, e che ripara (28) all'incongruenza com- 
messa colf aver posto una quantità infinitesima in una 
espressione, che soltanto può esistere per finiti valori. — 
Del resto potrebbe apparire che, ad onta di ciò, quel teo- 
rema non fosse esente da qualche dubbio* Infatti, conside- 
rando l'applicazione del famoso Principio come un seguito 
del processo matematico di soluzione del problema, e quindi 
come la continuazione di un discorso rigorosamente logico, 
la conclusione ultima contradice alle premesse; perchè in 
queste si afferma implicitamente l'esistenza di un triangolo, 
subitochè usiamo una formula che la suppone; e in quella si 
nega: pare dunque che venga a dirsi : Esiste un dato triangolo: 
Dunque quel triangolo non esiste; lo che è contradittorio. Ma 
si risponde: la proposizione, esiste un dato triangolo, è falsa 
pel caso di x=dx , ed è falsa quindi la conseguenza che 

realmente ne deriva, cioè c a -~a a -M> a — a6rfx a (l— ^- 4 -Hec.); 
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ma la virtù rettificante (mi sia permesso dir così) del noto 
Principio, riduce questa conseguenza al suo giusto rela- 
tivo valore, che è la finale illazione; la quale non profit- 
tando che in parte del materiale somministralo dalla pro- 
posizione anzidetta, e ripugnando ad essa, considerala nella 
sua integrità, porta seco adunque un segno ben deciso di 
verità e di esattezza. Inoltre, se si vuole riguardare come 
conlradittoria la illazione in proposito rispetto alla sua ri- 
ferita premessa, possiamo stabilire la verità del ricordato 
teorema ragionando in tal guisa. — La corda infinitesima 
c di un arco, spettante ad una curva piana qualunque, o 
si confonde coir arco sotteso, o ne resta distinta. Se ne resta 
distinta, a più forte ragione sarà essa distinta dai lati a e b 
che sono tangenti alle estremità dell'arco (25); avrà quindi 
luogo un triangolo, e perciò potrà legittimamente usarsi 
della formula correlativa, riportata poc'anzi. Ma in questo 
caso, procedendo rigorosamente, come si concede dall'obie- 
zione, si perviene ad una conseguenza che involge non tra- 
dizione colla premessa: dunque bisogna che questa sia falsa, 
perchè una illazione che contradice al principio da cui pro- 
cede, manifesta la falsità del principio medesimo, quando 
è dedotta per logico ragionamento, come qui si suppone. 
Ma se è falso che la corda infinitesima sia distinta dall'ar- 
co che sottende, è vero che sia confusa con esso, lo che 
importa che l'arco infinitesimo sia rettilineo. In ogni modo 
adunque il teorema in discorso sta bene. 

60. Tornando adesso al nostro argomento, si rende evi- 
dente, per queste dichiarazioni, che le due soluzioni geo- 
metriche del nostro problema, date nei precedenti para- 
grafi 57 e 58, sono difettose, perchè ambedue suppongono 
delle condizioni, le quali ripugnano colla natura della que- 
stione che trattiamo. La prima, infatti, ammette esplicita- 
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mente la formazione del triangolo MOn (57.Fig. 10), del quale 
trae partito fondamentale ed essenziale: dunque la generalità 

della formula resultante eolTMii=tangT ~7?~~~ v» 



è circoscritta dalla condizione della esistenza di quel triango- 
lo (59). Ma nel caso che o'x e òx siano quantità infinitesime, 
la corda mm 1 si confonde coll'areo wMm', e quindi i tre punti 
9, M, n o ne formano uno solo, o sono in linea retta (56, 59): 
dunque il triangolo MOn non vi ha luogo, e per conseguenza 

il resullamento finale, cotTMn«=langTn — — -^7-., o è 

inesatto, o non resta provato sicuro per questa via, tanto 
più che l'incertezza o l'ambiguità del valore della differenza 
d'x — dx non ci permette l'applicazione del Principio in- 
finitesimale all'espressione complessiva, che dà il valore 
dell'incognita nostra. Anzi, è degno di considerazione, che 
quando questo Principio può applicarsi, cioè quando fosse 
d'x — dx=*d"x t la soluzione TMn~0 è in perfetta coerenza 
col secondo caso della soluzione primitiva (56), come ab- 
biamo notalo (57); ma qualora dovesse essere d x x — dx=0, 
e quindi non rimanesse maniera di eseguire quell'applica- 
zione, il resultalo TMn=»TMr in quanto offre uno degl'in- 
finiti valori ammessi dal primo caso della soluzione astrat- 
ta, non contradice ad essa; ma in quanto è un resullamento 
determinalo invece che indetermiualo, trovasi iu collisione 
colla soluzione medesima. Da questo ancora viene adunque 
insinualo, che il ridetto Principio dispiega nelle sue appli- 
cazioni una virtù rettificante (59). 

Per ciò poi che spelta alla seconda soluzione geome- 
trica infinitesimale, essa cade in un difetto consimile a quello 
della precedente; perchè la deduzione estrema, cotTM»= 

tangT=-p, si appoggia al supposto implicito che la corda 
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mm! sia distinta dall'arco sotteso. iDfatli, dopo avere sta- 
bilito (58) il parallelismo di TM con mm', non potevamo 
concludere che Mn si dirigeva lungo MP senza riguardare 
il punto 0 come distinto dal punto M, e distinta quindi la 
mm' da TM; perchè se avessimo supposto che il punto 6 
fosse caduto in M, giacché su PM doveva trovarsi, sarebbe 
stato impossibile di stabilire l'eguaglianza di TMP con TM$, 
che in tal caso non avremmo potuto riguardare come un 
angolo — Non dee dunque recar maraviglia che ammettendo 
nelle nostre dimostrazioni dei concetti ripugnanti ai principj 
infinitesimali, si pervenga a dei resultali contradittorj. È que- 
sta anzi una conseguenza inevitabile quando quei principj 
siano veramente sicuri; e poiché c'imbattiamo realmente in 
incongruenze significantissime allorché deviamo anche poco 
dal pronunciato di quelli, ne consegue una luminosa testimo- 
nianza in prò della loro sicurezza e della loro efficacia. 

La verità pertanto nel caso nostro si è, che l'arco 
infinitesimo m.Mm' e la sua corda mm', sono una retta sola; 
che perciò i triangoli Mmr, MmV sono rettilinei ed uguali; 
che quindi mM=Mm'; che per conseguenza il punto M, de- 
terminato dall'ordinata sulla mela di pp\ è il punlo di 
mezzo dell'arco e della corda; che la tangente in questo 
punto rappresenterà la tangente parallela alla corda, se- 
condo che esige il problema , perché i punii estremi m ed 
m! della corda medesima , e perciò ogni altro intermedio, 
hanno colla tangente un contatto, o meglio una intrinsechezza, 
dell'ordine islesso, venendo data dall'espressione \^ tl {ar)dx\ 
in grazia di pP=Pp'=;<te, e di hm'^^PpP (57> Quindi 
il punto M è insieme punto di mezzo della corda, e ciò 
che s'intende per punto di contatto di una retta con una 
curva; e coincidendo così questi due punti, il problema pro- 
posto é duuque iudelerminalo. 



Digitized by Google 



no 

61. Dunque, o la formula, cou cui vien risoluto dal Sig. 
l ucci (46), suppone la dx variabile, e allora essa conferma 
la iudelerm inazione del problema medesimo (51); o suppone 
dx costante, e allora non risolve la questione; perchè se 
questa è di sua natura indeterminata, come abbiam visto 
per la rigorosa applicazione del metodo infinitesimale, è falso 
che possa legittimamente risultare determinata, conforme si 

darebbe dall'espressione y 1 — ■ ...(46). Inoltre il Cri- 

terio che si voleva stabilire (ivi) dal prefato Trattatista, non 
può ammettersi in generale (47 e 48): la soluzione del Sig. 
Carnot non si sostiene, perchè suppone che la differenza 
puramente aritmetica o geometrica fra due quantità infini- 
tesime di un'ordine istesso sia generalmente un infinitesimo 
d'ordine superiore (53, 54 e 55), lo che imporla un errore 
affatto identico a quello, che si commetterebbe affermando 
in genere essere infinitesima la differenza algebrica di due 
quantità finite, o finita quella di due diversi infiniti: e quando 
si accettasse quella soluzione (passando sopra all'altro di- 
fetto radicale di aver supposta la distinzione tra l'arco in- 
finitesimo e la sua corda, e quindi l'esistenza del triangolo 
M£h, di cui si è sostanzialmente giovato, senza che poi il 
complessivo risultamelo abbia l'opportuna correzione per 
parte del consueto Principio (*) ), tal soluzione risponderebbe 
sempre in modo indeterminato, perchè gli elementi della for- 
mula presentata debbono in massima trarsi dalla data equa- 
zione alla curva, e non da processi indiretti, ne' quali può 
essere introdotto un qualche germe difettoso, che guasti 
l'esattezza o la genuina essenza del conseguito risullamento. 
— Dunque l'eccezione data al Metodo infinitesimale puro, 
quasi che esso in ricerche difficili non sia sempre una guida 

(\) Girimi. Geometria «H Posizione, pag. 478. 479. 
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sicura, non ha base per quesla parte; e d'altronde la spe- 
cialità del caso, che si è prodotto per appoggiare cotale 
eccezione, ci ha dato largo campo di vedere precisamente il 
contrario, avendo quel sistema dato saggio di una coerenza 
la più perfetta con sè medesimo; e in pari tempo ci ha fatto 
conoscere, che qualora s'incontrassero delle conlradizioni , 
non sarebbe temerità il sospettare difetto in chi ha fatto uso 
del metodo in discorso, per quanto autorevole persona esser 
possa, piuttosto che nel metodo istesso. — E troppo facile e 
naturale alla infermità dell'umana ragione l'introdurre in 
disquisizioni molto elevate e sottili delle condizioni implicite, 
le quali per essere estranee al soggetto di ricerca, ne mu- 
tano l'indole, o ne alterano sostanzialmente la data strut- 
tura; e facilissimo poi riesce il cadere nel grave inconve- 
niente di estendere soverchiamente la generalità dei canoni 
scentifici e dei resultameli ottenuti; di che ci persuaderemo 
anche meglio proseguendo ad esaminare con giusto spirilo 
di critica altre obiezioni, che al nostro metodo, o a' suoi 
principj, possono da taluno esser fatte. 

Esame di alcune obiezioni, desunte da espressioni algebriche 
implicanti in qualche modo lo zero. 

62. Intanto che noi combattevamo un'accusa, la quale 
infiggeva al nostro metodo uua ferita pressoché mortale , 
ci è venuto fatto, quasi per incidenza, di convalidare la 
nostra dimostrazione del Principio infinitesimale e la prova 
della decomponibilità delle curve in poligoni di lati rettilinei 
infinitesimi, mediante un principio logico di somma impor- 
tanza (59); ma essendovi altre proposizioni, contro alle quali 
possono essere affacciate delle difficoltà di qualche rilievo, 
bisogna dunque prenderle in opportuna considerazione. 
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A due, che mi sembrano le principali, ridurrò frat- 
tanto il tema della presente disquisizione; e sono i canoni 
che il prodotto di zero per f infinito , o dell'infinito per zero, 
è sempre zero (18.7.°), e che la differenza fra due diversi 
infiniti è generalmente infinita ( 18. 10.° e 22. 5.°). 

Alla prima si può opporre l'autorità di molti Geome- 
tri, che professano la contraria sentenza, sostenendo che la 
espressione O.oo valga a rappresentare qualunque finita 
quantità: ma mi limiterò a citare l'esimio P. Guido Grandi 
Camaldolese, per la sua celebrità e per aver trattato a fondo 
una tale questione ('). Alla seconda non è minore il nu- 
mero dei Matematici contradittori, ammettendosi general- 
mente nelle loro ricerche sulle funzioni che si riducono a g, 

poter essere una quantità finita la differenza tra due infi- 
niti eguali o diversi; e per lutti appellerò al Sig. Francoeur, 
compilatore di cose matematiche molto dotto e pregiato ( 2 ). 
— Or siccome la questione verte intorno a relazioni tra 
l'infinito matematico e lo zero, ragion vuole che ci si formi 
chiara idea dei termini di confronto, altrimenti l'ignoranza 
o la confusione sulla materia del ragionamentu non ci per- 
metterebbe di emettere sicuri giudizj: e poiché abbiamo 
discorso bastantemente a lungo sull'infinito (12, 13. ..18), 
farà d'uopo trattenerci adesso convenientemente sullo zero 
affinchè possiamo stabilire dei concetti incontrastabili circa 
al medesimo come base di sicuro procedimelo. — La ver- 
tenza attuale potrebbe apparire di poco momento, per un 
certo lato; ma essendoché nulla vi ha di più importante per 
una scienza che i principj su' quali si appoggia, o dai quali 
prende incremento e vigore, la nostra discussione è in real- 

fl) Grandi. Risposi* Apologetica. Parte seconda. Cip. IV c V. 
(2) Francoeur, Corso completo di Matematiche pure, Quarta Edizione 
•li Parigi, Tomo 2.° pag. 385. 
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tà importantissima, e reclama quindi giustamente (ulta la 
nostra attenzione. 

63. Lo zero, che rappresentasi col nolo segno 0, esclude 
qualunque entità matematica; esprime quindi l'idea del nulla 
o del niente nella scienza noslra, e può considerarsi in modo 
relativo e in modo assoluto. Nel senso relativo può avere 
delle significazioni diverse tanto naturali quanto convenzio- 
nali; ma sì nell'una che nell'altra specie sono slabili e fìsse. 
Così nel concetto generale di valore, lo zero è minore di 
qualsivoglia quantità positiva, ed è maggiore di qualunque 
quantità negativa; perchè sino a tanto che saran vere l'equa- 
zioni a — ( — 6)«=aH-6, a — 0 — a , finché sarà vero che a-f-6 
è maggiore di a con a e b positive, e finche resterà un 
assioma la proposizione che quanto è minore la quantità che 
« toglie da un'altra, tanto è maggiore il residuo, saremo ine- 
vitabilmente costretti a ritenere per rigorosa la ineguaglian- 
za 0>— b, qualunque sia la teorica dei segni, sulla quale 
non voglio adesso disputare. È inoltre una conseguenza dei 
principj del calcolo che l'espressione a° corrisponda all'unità 
generale o speciale, secondo le circostanze; perciocché po- 
tendo sostituirsi allo zero la differenza di due quantità uguali 
qualunque, come n — n, dovrà essere a°=a»-", ed essendo 
per la convenzione primitiva sul significato de\V esponente, 

-=an-n f n e consegue a°=^=l. Similmente, una volta che 

per serbare le forme trigonometriche in ogni contingenza 
d'angoli e d'archi, adottiamo le espressioni sen0°, senl80°, 
sen360° ec, cos0°, cos90°, cos270° ec., queste espressioni 
hanno una significazione relativa determinala, ma convenzio- 

naie; e se, estendendo la generalità dei rapporti — =tangx, 
— =sccx anche al valore di .c=90° (sentane in questo ea- 

cosx 

8 
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so manchi il triangolo da essi supposto) si ritenga ^ = »f 

ciò può esser lecito per convenzione speciale, perchè in tal 
contingenza la Geometria supplisce colla teoria delle parallele 
alla mancanza del triangolo, e ci dice che realmente la tan- 
gente e la secante di un quarto di cerchio sono infinite. 

64. Considerato poi assolutamente o astrattamente in 
sè stesso, lo zero mantiene un concetto unico, che è quello 
della deficienza assoluta di ogni entità matematica. In qua- 
lunque modo esso provenga , non serba nessuna traccia di 
sua origine, cioè non contiene veruno elemento nè di so- 
stanza nè di forma rispetto alla quantità che si è annullata. 
Qualunque, esistendo, questa si fosse; quando è giunta al- 
l'annichilazione, niente conserva di sè medesima; tutto perde; 
ed entra quindi nelle stesse precise condizioni di assoluta 
nullità, cut riducesi qualunque altra grandezza, che a tale 
estremo pervenga: il perchè senO°, cos90°, tangl80°, log.l, 
1 — l t a m — a m , O.w, n.O, ec, sono espressioni che nulla 
egualmente valgono, e tutte si perdono nello stesso concetto 
di una identica sostanziale inesistenza. Quindi Io zero, non 
solo non è quantità, ma essendo assolutamente esclusivo, è 
di sua natura assolutamente infecondo, perchè nulla avendo, 
non può somministrar cosa alcuna che sia elemento della 
quantità, o di una esistenza matematica. 

Stabilite in tal guisa le nozioni fondamentali sul no- 
stro argomento, esaminiamo il valore delle relazioni alge- 
briche tra le quantità e lo zero. 

65. Le forme semplici , sotto le quali può presentarcisi 
lo zero in composizione colle quantità e con sè stesso, sono 
visibilmente le seguenti: 1.* qn-O; 2. a a.O, oppure O.a; 

V a°; 4. - ya\ 5." senO; 6." cosO; 7.' sen.v.0; 8.' log.O; 
9/ \\ 10.' \\ lt« 0.0; 12." \. — Ora, la prima dà evi- 
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dentemente a^£0=a: la seconda, con m finito ed infinite- 
simo, corrisponde a zero, convenendo tulli, in tale ipotesi, 
essere a.O=0.a=0: Ja terza a 0 si è visto (63) che ha un 
valore convenzionale fisso uguale all'unità: la quarta equi- 
vale ad a°, e quindi è dipendente dalla decima: la quinta 
e la sesta abbiam vedulo (ivi) essere per convenzione e 
respeltivamente 0 ed 1; e perciò la settima è nulla, in virtù 
dell'equazione sen.t>.0=l— cosO: l'ottava è assurda, perchè 
non c'è quanlità di veruna specie, che data per esponente 
ad una base in qualunque sistema di logaritmi , dia un 
resultalo assolutamente nullo, come importa l'espressione 
log.O; e il valore di — » che le assegnano gli Analisti, non 

è esalto, perciocché e questa frazione non è zero, 

ma è una quantità infinitesima. Nessuno poi mettendo in 
dubbio la nullità dell'undecima, non ci resta che a parlare 
della nona, della decima e dell'ultima. 

66. Una espressione matematica di forma frazionaria 
può considerarsi o sotto l'aspetto di una divisione accennata, 
o sotto quello di un rollo; quindi allineile una di queste 
espressioni sia legittimamente ammissibile, fa di mestieri, 
che o sotto l'uno o sotto l'altro punto di vista possa ri- 
gorosa mente sostenersi. — Frattanto l'espressione nona, -i 

si regge sotto ciascuno di questi aspetti, e in ognuno si 
mostra corrispondente allo zero. Infatti, considerandola come 
una divisione da eseguirsi, o si cerca quante volle il divi- 
sore a è compreso nel dividendo 0, e la percezione imme- 
diata risponde che non vi è compreso giammai, e che non 
abbiamo alcun resto; o si domanda quante volle può sot- 
trarsi il divisore dal dividendo, e la risposta è perfetta- 
mente conforme; o in fine si vuol sapere qual dov'essere 
il moltiplica lo re di a perchè il prodotto sia 0, ed anche 
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in questo caso ci resulla Io zero. Considerando poi ^ co- 
me frazione, non presenta ripugnanza veruna; perchè può 
benissimo aversi o supporsi una data unità divisa in a 
parti eguali, senza che quindi si passi ad assumerne alcuna; 
ma allora è ben giusto che nulla prendendo, niente si abbia: 

dunque in ogni maniera -=0. 

a 

67. Applicando però quest'analisi alla forma decima, 
vale a dire all'espressione ~, non si trova che propria- 
mente e generalmente possa in alcun modo sussistere, seb- 
bene a prima giunta apparisca il contrario. Contemplandola 
infatti sotto r aspetto di una divisione, par chiaro che lo 
zero sia contenuto infinite volte nel numero qualunque a, 
che infinite volte possa esserne sottratto, e che moltiplicalo 
per l'infinito renda la quantità a, sembrando che l'eccesso 
della grandezza di un fattore compensi convenientemente 
l'eccesso della piccolezza dell'altro: ma se riflettiamo con 
accuratezza e sagacità a colale parvenza, ci accorgeremo 
facilmente della illusione che contiene; perchè nel conside- 
rare la comprensione e la sottrazione non ci si può affac- 
ciare legalmente l'idea dell'infinito, senza supporre implici- 
Ui mente che lo zero divisore faccia parte del dividendo, 
quasi ne sia un elemento; e quando si considera come pos- 
sibile il compenso tra il valore del quoziente e quello del 
divisore medesimo in ordine al loro prodotto, commettiamo 
l'errore di credere che lo zero rappresenti l'eccesso della 
piccolezza, e che perciò sia l'istessa cosa della quantità in- 
finitesima, cui esclusivamente si spella cotale rappresentanza. 
Lo zero, come abbiamo visto (64), non è allo a rappresen- 
tare di per sè cosa alcuna; di nulla è elemento. L'idea di 
piccolezza, o di parvità, è relativa; e parvità eccessiva è un 
attributo; quindi suppone per necessità un soggetto, e un sog- 
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getto esistente, perche nell'ordine naturale ripugna l'esistenza 
della qualità di una cosa senza l'esistenza della cosa medesi- 
ma ('). Dunque lo zero, che esclude ogni esistenza matemati- 
ca, non può avere le qualità che sono proprie dalle entità di 
questo genere: il nulla è semplicemente nulla; e ogni altra 
idea che vi si aggiunga, ci porta per necessità alla contra- 
dizione e quindi all'errore. Quando nello stabilire i principj 
della divisione diciamo, che una quantità è contenuta in 
un'altra tante volte quante la prima può mirarsi dalla se- 
conda, diciamo una proposizione vera ed evidente; ma quan- 
do si applica questa massima al caso del divisore zero, ca- 
diamo immediatamente in collisione con noi slessi, perchè 
ammettiamo la nullità di un termine, e nel tempo stesso lo 
riguardiamo come quantità, ossia come avente una entità, 
cioè non altrimenti come nullo; ed inoltre simuliamo una 
operazione d'analisi, ma analisi reale non esiste, non esi- 
stendo quiddità che da altra di sua specie debba separarsi. 
Gli atti di analisi e di sintesi che possiamo supporre nella 
soluzione del nostro quesito, sono lutti vani, perchè tutti 
senza effetto in ordine allo scopo di quesli due mirabili stru- 
menti della Matematica; e infinitamente ripetuti, non ci da- 
ranno che un' infinita vanità, che niente differisce dal sem- 
plice nulla. In poche parole, coll'ammettere assolutamente 

l'equazione -^=<*>, ammettiamo un assurdo che si mani- 
festa per tre concetti ripugnanti; e sono quello di rite- 
nere che la quantità possa risultare per addizioni del nulla 

(I) Questa ripugnanza non ha luogo nell'ordine del Soprannaturale: 
perchè essendo sostenute dalla sola Onnipotenza divina tanto le cose quan- 
to le loro qualità, l'Onnipotenza divina può fare agevolissimamente sussi- 
ster queste senza di quelle. legge naturale, cui appelliamo, non è im- 
posta al Creatore Infinito, che nulla può essergli imposto; ma e libera- 
mente voluta da Lui: può quindi sospenderla a tutto suo Beneplacito. 
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col nulla; quello che )o zero e la quantità infinitesima 
siano la slessa cosa, perchè ciò che qui si attribuisce al 
primo è proprio del secondo (23. A. 0 ): 3.° quello di supporre 
che od ed a od abbiano un valore identico; perchè ammet- 
tendo la sottrazione per lo zero, risulla come assioma (*) che 
tante volte può sottrarsi lo zero dal numero a, quante volte 

può sottrarsi da 1; e quindi ^ = oc = ^ . a= od . a, cioè 
Qo=aoo , lo che non può stare (18. 4.°). — Dunque per que- 
sto verso l'equazione ^=a° non può ammettersi. 

■ 

Ma se l'espressione — è inconciliabile col genuino con- 

cetto della divisione, essa non è meno ripugnante quando 
sotto l'aspetto di frazione si consideri. Imperocché, tradu- 
cendola nella sua naturale ed effettiva significazione, viene 
allora ad esprimere la quantità risultante dal prendere a 
parli eguali di un intero che non è stalo e che non deve 
esser diviso in alcun modo, lo che dice una contradizione 
manifesta; perchè il volere certe cose, mentre s'ingiunge 
per condizione fondamentale che esse non debbano esistere, 
è volere e non volere insieme, cioè è somma irragionevo- 
lezza. Dunque il significato del numeratore contradice a 

quello del denominatore; e la formula non può in 

buona logica riguardarsi per nessun lato come ammissibile 
di natura sua nella scienza del rigore e della esatlezza. Dun- 
que neppure può accettarsi l'equazione a-=0.oo=oo.O, che 

(1) Quando non si volesse accettati! come assioma l'equazione 4-=Tp 

nell'ipotesi di cui qui si parla; è ben facile vedere che moltiplicando per a 

i due termini dell'espressione — , o dividendo per a quelli di si ha 

0 0 

t a 
sempre 0 =^. 
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sembra scaturire dalla precedente; perchè rigettato un prin- 
cipio, vengono escluse anche le conseguenze che vi si ap- 
poggiano; oltre di che questa deduzione non è sincera, per- 
chè, a tutto rigore degli elementi dell'Algebra ordinaria, 

. ti . . A «.0 O.n 0 0 

da ^=», viene qd.O=0.op =- 0 — 0 =~q= 0 ■ <*» e cosi 

o 

la questione si riduce alla forma -, che ci resta appunto 

ad esaminare. 

68. Dopo quanto abbiamo discorso intorno allo zero, 

e specialmente dopo la conclusione cui adesso pervenivamo, 

si rende manifesta per sola intuizione l'assurdità dell'espres- 
o 

sione —, assolutamente posta, siccome quella che ammette- 
rebbe un rapporto tra cose inesistenti, cioè una relazione senza 
termini di confronto. Pure i Trattatisti moderni l'accettano; 
e non solo nel caso di una significazione relativa (63), come 
sarebbe l'indicazione di qualche comune proprietà nelle fun- 
zioni costituenti i termini di un rotto, che per una sosli- 

o 

tuzione o considerazione speciale si riducesse a — ; ma l'ac- 

• • 

celiano anche in senso veramente assoluto, affermando che 
•g- è la forma universale della indeterminazione, perciocché 

può avere un valore nullo, o finitolo infinito (*); riducendo 
a questa forma anche le risultanze implicanti l'infinito, co- 
me od— od, ^ ec; e dettando in fine una teoria generale 

per trovare in ogni circostanza particolare la quantità cor- 
o 

rispondente a — E vero che taluno riconosce la ripu- 
gnanza dell'espressione ~, e prolesta che non si traila di 
investigare il rapporlo che hanno fra loro le quantità quan- 
ti) Francoeur, T. 2.° jwg. 381 della citila ediiionc 4 «. 
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do più non sono; ma dichiarando che in (al caso l'oggetto 
reale della ricerca è il Amile al quale tende il rapporto delle 
funzioni f(x) ed F(x), costituenti i termini della frazione, a 
seconda che x avvicinasi al valore che le annulla, ed esse 
slesse convergono a zero, dichiara altresì, che ad onta di 
questa ripugnanza, si vuole il valore di quella espressione. 
Imperocché, se in quella data condizione ammettono che 
f(x) ed Y(x) convergono a zero, vengono a riguardare lo 
zero come limile di ciascuna; e poiché nella teoria dei li- 
miti si ha, che il limite di un quoziente eguaglia il quoziente 
dei limiti de* suoi fattori, se ne deduce rigorosamente che il 

limite che essi cercano pel rapporto equivale a ~, 
quoziente dei limiti di f(x) e di F(x). Dunque non escono 
questi Matematici dalla espressione ~ f per quanto sembri 
che vogliano assicurare del contrario; e difatli nell' enun- 
ciare la regola, colla quale credono poter trovare ciò che 
cercano, dicono: per avere il valore di una frazione, i ter- 
mini della quale divengon nulli per un valor particolare ce., 
bisogna ec; d'onde emerge nel modo il più limpido, che 
veramente si sono proposti di conseguire in generale un 

0 o 
valore per . Ma se il concetto della espressione - è as- 
surdo, in quanto suppone che le quantità proseguano ad 
aver dei rapporti anche quando esse più non esistono, come 
avviene che i nostri Maestri stimano di rinvenirli e di as- 
segnarli? Se operano sul falso, in qua! maniera pervengono 
ad un resultato che par vero? E se questo resultalo non 
appartiene alla forma ^, qual sarà la sua vera significa- 
zione? — Risponderemo ampiamente a queste domande al- 
lorché saremo a ribattere la seconda obiezione, che ci siamo 
proposti in principio (62); e intanto, vedute le relazioni fon- 
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(lamentali tra le quantità e Io zero, procederemo a discutere 
sulla prima (ivi). 

69. L'illustre Propugnatore della pluralità dell'infinito 
matematico si sforza di dimostrare la proposizione 0.<»=m 
con principi astratti e con argomenti concreti. — Passiamo 
convenientemente in rivista gli uni e gli altri. 

Dopo aver Egli citato varj dottissimi Autori, i quali 
ritengono che l'infinito col dividere una quantità la risolve 
in nulla, e che quindi col moltiplicare questo slesso nulla 
rende la quantità primiera, così precisamente si esprime"^): 

« È vero, che alcuni di questi Autori per nulla inten- 
dono un nulla assoluto, ed altri un nulla sol respeltivo, cioè 
. una parte infinitesima, che aggiunta, o levata ad una data 
grandezza, non la fa ricrescere, nè scemare: ma finalmente 
al mio proposito tanto serve l'una, che l'altra ipotesi, e 
sempre torna il medesimo conto per ogni verso, e da qua- 
lunque parte si riguardi, mostrerà sempre la medesima 
verità, fondandosi sopra di questo principio: Che l'Infinito 
al finito sta come Cunità allo zero; onde siccome generalmente 
di quattro termini proporzionali il prodotto degli estremi 
eguaglia il prodotto de' mezzani , così moltiplicando lo zero 
infinite volle, conviene che lo stesso risulti, che pigliando 
il finito una volta sola : onde il nulla infinite volle replicalo 
ci darà qualchè quantità: Il che doveasi dimostrare ». 

Il principio poi che il P. Grandi richiama nello squarcio 
riferito, viene da Lui accettato sull'autorità de' Geometri più 
insigni (*), e l'argomento più forle che Egli adduce per pro- 
vare V omogeneità e quindi la ragionevolezza del rapporto 
di 1 a 0, è espressa con queste parole ( 3 ): 

(1) Grandi, Risposta apologetica, pag. 303, par. III. 

(2) Grandi, ivi, pag. 201. 

(3) Grandi, ivi, pag. 212. 
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« Ma lasciando da parie queste Metafisiche sottigliezze, 
per far vedere, che sufficientemente sono omogenei l'unità 
e lo zero, per potersi insieme paragonare in proporzione 
geometrica, basta osservare, che secondo lutti i Geometri si 
fa entrare lo zero insieme con tulli i numeri nella stessa 
proporzione arimmelica, come 3.2.1.0 — 1.— 2, ec. E pure 
non si richiede meno l' omogeneità de' termini nella arim- 
metica, che nella geometrica progressione, perchè nessuno 
potrà giammai sognare arimmelica ragione veruna tra un 
angolo, un tempo, ed una linea; anzi mantenendosi la geo- 
metrica proporzionalità ancora in quattro, o sei termini, 
non tutti del medesimo genere, ma solo a due a due omo- 
genei, come per esempio tra due angoli, due linee, e due • 
tempi; ma non già l'arimmetica, la quale indispensabilmente 
o sia continua, o disgiunta, richiede sempre tulli i termini 
dello stesso genere; si può dire, che molto più debbano 
essere omogenei i termini della proporzionalità arimmelica, 
che quelli della geometrica. Se dunque, ciò non ostante, 
entra lo zero in riga de' numeri nella stessa proporzione 
arimmelica, non vi sarà nè meno ostacolo alcuno, che im- 
pedisca di paragonare insieme geometricamente l'Infinito al 
finito, come l'uni là allo zero ». 

Una semplice lettura di questi pochi periodi basta per- 
tanto a convincerci della debolezza degli argomenti specula- 
tivi, posti in opra per istabilire un principio importante nella 
scienza dell'infinito matematico; imperocché suppongono un 
rapporto reale tra la quantità e lo zero, mentre noi abbiam 
dimostralo che un tal rapporto è assurdo (67), traendo le 
prove proprio dalle viscere del tema. Con buona pace del 
P. Grandi, e con tutta la venerazione per esso e per quegli 
egregi Cultori della scienza nostra, che con Lui han ritenuto 
e ritengono esprimersi un concetto razionale da , quando il 
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divisore 0 è preso nella sua naturale significazione di nulla 
assoluto; dico che su questo punto si sono fortemente ingan- 
nati: perchè nessuna creatura intelligente può sul serio menar 
buona Y omogeneità tra la quantità e lo zero, cioè tra l'esisten- 
za e U nulla; nessuno può quindi ammettere al paragone di 
confronto geometrico l'unità e il niente. La proposizione, cu) 
che esiste è della slessa specie di ciò che non esiste, è ribut- 
tante: il trovarsi lo zero a far parte in qualche modo della 
serie 3, 2, 1, 0, — 1, — 2, ec. prova appunto che esso non è 
quantità, e che quindi non è colla quantità omogeneo; per- 
ciocché il concetto comune, da cui si dislaccano le quantità 
positive e le negative col respeltivo loro opposto modo di 
esistere, non polrebb' essere un concetto di entità o di esi- 
stenza, perchè questa bisognerebbe che simultaneamente fosse 
positiva e negativa, cioè che avesse insieme due modi opposti 
di esistere, lo che è assurdo: l'asserita proporzionalità aritme- 
tica non esiste che in forma o in apparenza; perchè questo 
genere di proporzioni suppone delle differenze vere o effet- 
tive, e noi abbiamo osservato giustamente (67) che collo zero 
non possono farsi atti reali di analisi: la relazione aritmetica 
1:0.-. — 1: — 2, o più generalmente 1 : 0 .-. ±m-+-l : +m , 
non è dunque una vera proporzione, ma è una semplice 
analogia, che in modo alquanto ricercalo esprìme questo 
preciso teorema: La differenza tra due numeri interi conse- 
cutivi è sempre l'unità. Filialmente il principio adottato colla 
proporzione geometrica » :m:: 1 : 0 è manifestamente falso; 
perchè dalla proporzione identica oD:m::oo:m, si deduce 

immediatamente » :m:: 1 : -; ed — esprime una quantità 

infinitamente piccola; e un infinitesimo considerato in sè 
slesso, come qui convien fare, è distinto dallo zero, quanto 
l'esistenza dal nulla. Dunque la proposizione 0.ae=ro non 
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può sostenersi in buona argomentazione; rimane in ogni ma- 
niera provala erronea, ed è giusto per conseguenza che sia 
rigettala. 

70. Nè il P. Grandi ignorava questa dottrina: impe- 
rocché, sebbene apparisca che alla Proposizione terza della 
sua Disquisizione geometrica sulla infinità degli ordini delle 
quanlilà infinite e infinitesime t f ), Egli intenda stabilire la 
proporzione <*> : m : : 1 : 0 con zero avente il suo naturale si- 
gnificato di assolutamente nulla; tuttavia nello Scolio della 
Proposizione settima dell' Opera intorno alla Quadratura del 
Circolo e dell' I por boi a (*); comenta la Proposizione terza 
suddetta, dichiarando che in essa lo zero è considerato in 
senso respeltivo. — Anzi nel Capitolo sesto della seconda parte 
della Risposta apologetica, si spiega in modo anche più 
esplicito su questo particolare, proponendosi una difficoltà 
ne' seguenti termini (*). 

<r Solamente panni, che opporre si possa alla dottrina 
di queslo paragrafo (quello dello Scolio citalo), che rico- 
noscendosi da' Matematici moderni un non so che di mezzo 
tra la qua ni ila finita, ed il nulla, che nomasi infinitamente 
piccolo: potrebbe dire taluno, che l'unità divisa per lo infi- 
nito non divenga altrimenti un nulla affatto, da esprimersi 
col nome di zero, ma una parte infinitesima di quella stessa 
unità. Ma in primo luogo si avverta, ch'io stesso ho pre- 
venuta l'istanza, notando espressamente, che il residuo di 
tal divisione sarebbe un nulla aìmen rispettivo, se non as- 
soluto ( respeclivum scilicet, eo sensu, quo quantità» infinities 
minor alia est ad hanc, ut 0 ad 1 ). Il che tanto serve per 
l'analogia, che si pretende stabilire tra queste arimmelicbe 

(I) Granili, De infìnilis Infìnilorum eie, pag. 30. 

il) Grandi, Quadratura Circuii et Hyperliolae, pa». 34. 

(3) Grandi, Risposta apologetica, pa?. 231. 
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operazioni, e la fisica realissima azione, con cai può Dio 
creare ed annullare ogni cosa ec. ec. 

« Ma quando ancora si voglia niellerò in campo l'as- 
soluto nulla ( di cui però io non ho espressamente parlalo, 
ma solo del rispettivo, e non avea nè meno bisogno di par- 
larne) potrebbe taluno salvare il mio detto, osservando, 
che in mia sentenza, ed appresso tulli i Geometri moderni 
seguaci del Calcolo infinitesimale, non è lo stesso l'essere 
infinito in grandezza, o in moltitudine, ed esser tulio il 
possibile in quel genere, polendo concepirsi Infiniti di di- 
versi gradi, l'uno infinitamente superiore all'altro, per la 
qual cosa, nè meno in rigore è il medesimo esser una mi- 
nuzia infinitamente piccola, e Tesser assolutamente un nulla, 
ch'escluda qualunque principio di quantità; potendo simil- 
mente assegnarsi varj ordini d'infinitamente piccoli, l'uno 
infinitamente inferiore all'altro; ma tu ita voi la, se c'imma- 
gineremo o supporremo (siasi poi l'Ipotesi possibile, o im- 
possibile, che non imporla al mio intento, non volendomene 
ora servire per istabilirla in sè stessa, ma solo per consi- 
derarne le necessarie conseguenze, che da quella si derivano 
applicandole poi ad una realissima supposizione (*)) che il 
divisore applicato ad una quantità per farne risultare una 
frazione, non solamente sia un Infinito di bassa lega, ma 
un Infinito il Sommo, che immaginare, o finger si possa, 
d'un altissimo grado superiore a tutti gl'Infiniti; onde com- 
prenda Tulto ciò, che assolutamente può concepirsi: allora 
certamente il quoziente, non solo resterà infinitamente pic- 
colo, cioè minore di qualunque finila grandezza, ma Ujven- - 

(I) Cioè all'esistenza dell' Infinito Assoluto. Il P. Grandi è intento « 
provare l'analogia tra queste dottrine infinitesimali e il fatto della crea- 
zione dell'Universo dal nulla mediante la Virtù creatrice di Dio; analogia 
che si estende anche alla Potenza di questo Essere adorabile in ordine ;» 
ritornare ili nulla ogni cosa. 



Digitized by Google 



126 

terà il Minimo per così dire dogi' infinitamente piccoli, e per- 
tanto assolutamente sarà un vero Nulla, che niuna quantità 
affatto potrà in se contenere ». 

Ora, se questo distintissimo Geometra riconosce una 
diversità sostanziale tra l'infinitesimo e lo zero; se ammette 
una gradazione infinita nel valore degl'infinitesimi; se con- 
viene che il massimo infinito divisore ci darebbe il minimo 
degt infinitamente piccoli; come poi passa ad affermare che 
questo minimo infinitesimo sarà assolutamente un vero nutfa, 
cìie niuna quantità affatto potrà in sé contenere? Come pos- 
sono slare insieme in un medesimo 'soggetto le due idee di 
(fuantità minima tra le infinitesime, e di assolutamente nulla? 
E qualora se gli accordasse per un momento che questo 
minimo fosse un nulla assoluto, o non resta tutta l'infinita 
serie degli altri infinitesimi che zero non sono? E in tal 
caso, non è forse vero che la proporzione oe:m::l:0 sa- 
rebbe falsa generalmente? — Questo dotto e penetrante 
Scrittore non si è accorto, che il quoziente di due quantità 
non può esser mai zero. Affinchè ciò succeda, bisogna che 
sia zero uno dei due fattori, e precisamente il dividendo (66); 
e allora il rapporto non è più tra due quantità. L'annichi- 
lazione assoluta della quantità non può conseguirsi che colla 
semplice sottrazione. La forma frazionaria implica questa 
operazione analitica, ma ne è grandemente distinta. Il rap- 
porto che noi cerchiamo con essa indica quante volle fa- 
rebbe d' uopo sottrarre il divisore dal dividendo affinchè 
potesse questo ridursi al nulla, o ciò che torna lo stesso, 
affinchè potesse ottenersi un residuo zero. Quindi se si con- 
cedesse l'equazione "'=0, verrebbe a concedersi che l'in- 

co 

finito non sottratto mai da m,dislmgge affatto questa quan- 
tità. Può egli stare un tal coucelto? — Inoltre, nel calore 
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della discussione vien fatto al P. Grandi di travisare il con- 
cetto matematico del moltiplicatore, attribuendogli una virtù 
o una forza intrinseca efficiente, proporzionale alla entità 
numerica che rappresenta (*). Il moltiplicatore non è che 
un ut din-, il quale dichiara quante volte «lev ' esser preso, 
o ripetuto, o sommato con se medesimo il moltiplicando, 
da cui soltanto dipende la natura del prodotta Se dunque 
il moltiplicando è zero, il prodotto dovrà appartenere alla 
categoria degli zeri, cioè dovrà esser nullo, essendo unico 
il concetto dello zero (64), e ciò anche se il moltiplicatore 
è infinito, perchè il moltiplicatore non ha virtù intrinseca 
di mutare l'indole del moltiplicando. Nè si dica che da 
questo ne verrebbe che dovesse risultare infinito il prodot- 
to od. 0 per la ragione che il moltiplicando è qui infinito; 
perciocché quando il moltiplicatore è zero, non esiste questo 
fattore; e non esistendo il moltiplicatore, non può avere ef- 
fetto il prodotto; di modo che l'espressione oe.O non è una 
vera moltiplicazione, mancando affatto l'idea di qualsivoglia 

moliiplicità. Nemmeno si opponga il caso di oo.^=m, per- 
chè od . — non è una semplice moltiplicazione, ma abbrac- 

Od 

eia anche il concetto della divisione: e però se si eseguisce 
prima il prodotto, questo è infinito, e quindi della stessa 
natura del moltiplicando; e se preponesi il quoziente, allora 
non abbiamo più da moltiplicare una quantità infinita. Dun- 
que la proposizione risguardanle l'omogeneità del prodotto 
col dividendo è senza eccezione. 

Frattanto, siccome il valente Autore fu condotto a ri- 
tenere per rigorosa la formula 0.v>=m dalla soluzione di 
un problema geometrico, al quale rimanda il Critico ano- 
nimo, che gli dette occasione alla Risposta apologetica, più 

(I) Grandi, Risposta apologetica, pai;. '2*3. 
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volte citata ( ! ); daremo una rapida occhiala all'indole della 
sua deduzione in proposilo» e così verremo a considerare 
la natura degli argomenti di fatto, che secondo il suo pa- 
rere convalidano la deduzione medesima. 

71. Ho detto che daremo una rapida occhiata a questo 
genere di prove; perchè in virtù del principio o del criterio 
stabilito al paragrafo 59 , ravviseremo immediatamente la 
fallacia di esse, peccando tutte per soverchia generalità at- 
tribuita a certi resullamenli. — Infatti, la Proposizione da 
cui ricava come Corollario l'equazione O.QD=ro, è la se- 
guente (*): 

Sia (Fig. 11) KHI un semicircolo: se ne prolunghi il 
diametro 1K di una porzione /K=K1 , e sopra iK si costrui- 
sca il quadralo iKV&. Se sopra il lato KV, che sarà tan- 
gente in K alla semicirconferenza, si prenda una lun- 
ghezza KG ( minore del diametro 1K ), e da G si con- 
duca GY parallela a 6V; se quindi su GY si determinino 
le porzioni Ga, Gc, Gd, Ge, Gf ec per modo clic si abbia 
lK a :KG a ::GY:Go::Go:Gc::Gc:Gd::G(i:Gcec-,e così fino 
air infinito: la somma di tutte le differenze di questi ter- 
mini prese alternativamente, cioè aY-Rd-4-e/W-ec., sarà 
eguale alla porzione IL del diametro, determinala dall'or- 
dinata HL al punto H , che sulla circonferenza viene fissalo 
dalla secante 1G. 

Dimostrala pertanto questa proposizione, l'Aulore ne 
inferisce, che dovendo essa verificarsi in ogni luogo ( 3 ), sarà 
pur vera quando il punlo G sia in Y, nel qual caso l'or- 
dinala HL cade visibilmente sul centro G del semicircolo 
dato: ma allora, giustamente Egli osserva, tutte le retle 

(1) Grandi, Risposta apologetica, pai;. 24!i. 

(2) Grandi, Quadratura Circuii el Hypcrbolac, |N»£. 27. 

(3) Grandi, Ivi, pa». S», Corul!. III. 
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GY, Ga, Gc, G<f, ec sodo eguali Ira loro ed a 6V, perchè 
quando KG=KY=IK , anche i quadrali di IK e di KG sono 
uguali, e perciò le nostre reUe proporzionali sono in rap- 
porto di identità. Ma la differenza di quantità eguali è zero, 
e quindi son nulli gì" infiniti termini della nostra serie: dun- 
que ( conclude Egli ) la somma di questa infinità di zeri 
corrisponde al raggio del nostro circolo, ossia avremo 
O.oo =Cl. 

Or chi non vede, una volta specialmente che in ge- 
nere è stato (atto osservare, che questa conseguenza nasce 
da un principio falso (o almeno non dimostrato, e luti' altro 
che evidente), dal supposto cioè che quella serie delle dif- 
ferenze alternative tra date rette debba esistere assoluta- 
mente per qualunque valore di GK, e quindi in ogni luogo, 
ubique (*), della posizione del punto G lungo la direzione 
di KY? Ma se ciò era vero, perchè nel l'enuncia re il Teo- 
rema si è posta la condizione anche esplicitamente, che KG 
fosse minore del diametro? — Si fìat, dice l'Autore (*), ut 
quadratura 1K ad quadratura tangentu KG (diametro jam mi- 
noris) ita etc Dunque Egli vedeva che per costituire quella 
tal serie, che voleva mettere in rapporto con IL, era ne- 
cessario che KG non eguagliasse IK : e allora perchè con- 
cludere la validità del conseguente teorema anche per l'ipo- 
tesi opposta? Se quando KG è uguale ad IK la serie non 
sussiste, perchè attribuirle come deduzione rigorosa il va- 
lore IC? — Il P. Grandi è rimasto illuso per due molivi: 
primo, perchè air epoca sua era già introdotto l'abuso di 
estendere eccessivamente la generalità delle formule o delle 
resukanze matematiche; e per Lui l'autorità di certi Geo- 
metri , veramente insigni, doveva costituire un Principio, 

I) Grandi, Quadratura ec, pa<j. 29, Corni!. III. 
(*) Idrm. Ibid. pajf. i7, Propos. VII. 

9 
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sul quale non era permesso dispulare : secondo , perchè 
nel caso della nullità della serie, vedeva sussistere la por- 
zione 1C del diametro, determinala come nei casi prece- 
denti; continuò a riguardare questa porzione come valore 
di analoga serie, e quindi dall'esistenza del valore argo- 
mentò resistenza della serie corrispondente, addolcendo la 
ripugnanza che proveniva dall' esser questa hi ila composta 
di zeri, coll'idea dell' intini la del loro numero. Ma il primo 
motivo può scusar molto, non giustificare, trattandosi di 
umana autorità in scienze naturali: il secondo ha il difetto 
di franlendere la vera causa di un dato effetto. Non v'ha 
dubbio; quando, stabilite certe massime, la relazione fra due 
o più quantità risulla per legge di necessità, l'esistenza di una 
di esse esige ed attesta l'esistenza delle altre, come abbiamo 
osservato in altra occasione (34): ma pel caso nostro questo 
rapporto necessario non è tra IL e la serie delle noie dif- 
ferenze: questa non procede da una porzione del diametro, 
ma è generala dal concetto della differenza tra il diametro 
islesso e la tangente. Quindi ove manchi tal differenza, man- 
cherà necessariamente la serie in parola, perchè mancando 
la causa, bisogna che manchi lo speciale suo effetto: e re- 
ciprocamente, ove non apparisca vestigio di questo effetto 
speciale, sarà un segno infallibile che ivi cesserà la sua 
causa generatrice, in virtù della connessione necessaria tra 
loro esistenle. Quindi l'ammetter la nostra serie anche pel 
caso di K(»=IK per la ragione che esiste una porzione IC 
del diametro ed anche 1K e KG, la presenza delle quali è 
pur necessaria alla formazione della serie istessa, costitui- 
rebbe un errore affatto simile a quello che sarebbe Del- 
l' affermare, dovere esistere il differenziale di una funzione 
anche quando la variabile è nulla, e questa nullità non 
distrugge mila la espressione proposta, come avviene (per 
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esempio) nell'equazione al circolo y a =o a — x a : perciocché 
il differenziale non è generato dal concetto di una quantità 
in genere, ma da quello che questa sia una funzione di una 
variabile, come abbiamo supposto nel luogo or citalo; il 
perchè mancando la variabile, manca la causa fondamentale 
e immediata del suo proprio effetto, che è il differenziale; 
dimodoché il crederlo esistente anche in tal caso, equivar- 
rebbe a creder possibile un effetto senza cagione. 

72. Eguale eccezione soffrono in fondo gli esempj che 
il P. Grandi produce in conferma della sua Tesi. Per re- 
starne convinti, diamo uno sguardo al primo, che è insieme 
il più semplice (*). — Abbiasi (Fig. 11) un circolo KSHI, 
cui sia tangente in K la retta KT. Si sa, che condotta la 
CT, la PK normale su di essa, e il raggio CK, il triangolo 
rettangolo TKC dà CP.PT=PK*. Ora, a misura che il punto 
di tangenza si avvicina all'estremo S del quadrante ARS, 
cresce la suttangente PT, e scema l'ascissa CP, e frattanto 
il loro prodotto eguaglia il quadrato della corrispondente 
ordinata; sicché quando la tangenza cada effettivamente in S, 
avremo CP=0, PT^oo in grazia del parallelismo della tan- 
gente con CA, e PK=CS, raggio del circolo. Dunque, con- 
clude il prefato Geometra, poiché quel rapporto deve sempre 
aver luogo, sarà 0.»*=»CS. — Ognun vede adesso che 
tutto il guaio di questa deduzione sta in quel sempre; giac- 
ché l'equazione CP.PT=xPK che serve di base alla dedu- 
zione medesima, suppone come condizione essenziale l'esi- 
stenza di un triangolo CKT, da cui è desunta. Ma quando 
K è in S non esiste triangolo, perchè TS e CA son paral- 
lele; dunque la illazione dell'Autore non ha fondamento. 

Essendo pertanto infelli del medesimo errore, siccome 
sopra avvertiva, anche gli altri casi che l'Autore (Stesso 

fi) Grandi, Risposta » pologetica , jp»P 215. 
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contempla, mi asterrò dal confutarli ad uno ad uno, sem- 
brandomi che le ragioni da me addotte in proposito siano 
ormai più che sufficienti allo scopo mio: e tanto più vo- 
lentieri me ne astengo, in quanto il P. Grandi, sul fine della 
sua Risposta, viene onoratamente a buoni patti con una 
manifestazione, che parendomi interessante sotto ogni ri- 
spetto, mi fo lecito di riportare fedelmente. 

« lo confesso (dice Egli (*)), che facendo meco stesso 
più volte riflessione a questi, e tanti altri riscontri, che 
sempre mi conducevano a confermarmi nella certezza, che 
ho di quel mio Corollario (quello stesso provalo insussi- 
stente da noi al par. 71 ), non ostante che ritrosa la fantasia 
poco si accomodasse ad arrendervisi, mi sono studialo di 
ammollire alquanto la durezza dell'espressioni, con cercare 
di ridurre le differenze assolutamente nulle, delle linee pre- 
cisamente eguali tra loro, al piccolissimo divario di linee 
prossimamente eguali, cioè d'un infinitesimo differenti; ac- 
ciocché non si desse da moltiplicare all'Infinito ciò, che ri- 
gorosamente s'intende per zero, ma una parte infinitamente 
piccola, che in riguardo al suo lutto suol' essere da' Geo- 
metri riputala per nulla, come ancora di sopra ho accen- 
nalo; ed esporrò qui candidamente i pensieri e le riflessioni 
da me fatte sopra di ciò, non senza impulso ed approva- 
zione di un gran Geometra, che per maggior sicurezza, e 
franchigia, mi confortava a contenermi in questa contesa 
tra simili ripari, sperando, che questi riuscir dovessero 
inaccessibili, non che insuperabili a qualunque assallo degli 

(I) Grandi, Risposta apologetica, pag. 268. — Parrelilw, che se il P. 
Grandi viene a buoni patti, o in qualche modo sì arrende, fosse inutile il 
dissertare così lungamente, come ahhiara fatto; ma bisogna ricordarsi che 
non era da combattersi questo Autore soltanto, e che oggi ancora, ad onta 
delle concessioni fatte in proposito da tale insigne Matematico, si ritiene 
nei nostri Corsi d'Algebra qual verità dimostrata Tequationc 0 . oo =m . 
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aggressori. Ed ecco lutto il mistero ». — E il mistero con- 
siste neir introdurre nella sua controversa dimostrazione il 

* 

concetto degl'infinitesimi invece di quello dello zero, siccome 
vedremo in breve dover fare anche noi, se vogliamo ren- 
dere razionali e intelligibili i resulla inculi, che adesso in- 
contreremo nel trattare la questione relativa alla differenza 
di due quantità infinite (62). 

73. Venendo adunque alla seconda parie della pre- 
sente dissertazione, potrei risparmiarmi di provare la fal- 
sità delle equazioni od — oo=-rn, considerata come generale, 
e quindi fuori de* casi eccezionali da noi avvertiti (12,43); 
perchè quando una data cosa è dimostrata vera, è infal- 
libilmente erronea la sua contraria: ma siccome questo 
modo di concludere quanto è atto a convincere un intel- 
letto ragionevole, altrettanto suol essere inefficace ad in- 
generare neir anima quella tranquillante persuasione, che 
fa abbracciare la verità con pienezza di affetto e con te- 
nacità indissolubile; e d'altronde l'indagine delle cause, che 
han condotto ad un dato errore, costituisce una parte in- 
teressantissima della scienza correlativa; mi credo in dovere 
di dare la massima sodisfaztone possibile su questo argo- 
mento, prendendo a rilevare per diretta maniera F inssus- 
sistenza della riferita equazione. 

Dicono dunque gli Algebristi del giorno, che l'espres- 
sione o» — o» è un simbolo d'indeierminazione, cioè una for- 
ma vaga, capace di prendere o di rappresentare qualunque 
quantità a seconda delle funzioni matematiche, dalle quali 
procede; e ritenendo questa proposizione come un assioma 
senza distinzione veruna, stabiliscono che, per ottenere il 
valore di od — od, si dovrà trasformare l'espressione Y[x)— 

((oc), la quale con xs=a porge od — od, in ~ — ^, P e Q 
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essendo nulli; d'onde traendosi ?~?s=^, vengono a ri- 
durre la questione di od — od a quella di ^j-, che affermano 

risolversi dal quoziente delle derivate, o dei differenziali, 
del numeratore e del denominatore della frazione, ponendo 

in tal quoziente quel valore a della x che convertiva in 

la frazione medesima, o in oo — od la differenza delle pro- 
poste funzioni O). 

Ora, se questi Signori attribuiscono uno slato d'inde- 
terminazione alla espressione od — od, o meglio od — od', 
quando si consideri assolutamente in astratto, niente dicono 
di speciale, convenendo anche noi che in certi casi parti- 
colari quella differenza può essere o zero, o finita, sebbene 
sia generalmente infinita, e potendo in assoluta astrazione 
riguardarsi come egualmente indeterminala una differenza 
algebrica A — B, e qualunque altra espressione matematica: 
ma se riferiscono la indeterminazione in proposilo a circo- 
stanze concrete, o sivvero l'annettono senza riserva al con- 
cetto dell'infinito; nel primo caso contradicono a sè stessi, 
perche trovando un valore unico in ogni data espressione 
riducibile ad od — od, la ricerca di questa differenza costi- 
tuisce dunque un problema determinato; nel secondo caso 
poi contradicono al vero significato matematico della pa- 
rola infinito, o del segno che la esprime; perchè è verissimo 
che una quantità infinita non può determinarsi o circoscri- 
versi o limitarsi per quantità assegnabile numericamente, o 
finita; ma ciò dice semplicemente che l'infinito non è il finito, 
e questo concetto è ben diverso da quello di indeterminato, 
il quale abbraccia l'idea di una pluralità indefinita di va- 
lori di qualunque specie. Dunque col qualificare col titolo 

(I) Francocur, Tom. 2.° paff. 385 e 382. 
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d' indeterminata l'espressione <*> — », o non si dice niente 
di rimarchevole, o si dice una cosa che non può stare. 

Inoltre, la regola generale, assegnata per riconoscere 
il valore di od — ao, è almeno triplicemente sofistica, perchè 
parte da espressioni assurde, e con processo illegittimo per- 
viene ad assurda espressione. Infatti, dovendosi prima di 

tutto ridurre le proposte funzioni ad ^ e ad con P e Q 

nulli, secondochè esige la regola riferita, ed il Sig. Fran- 
coeur esplicitamente dichiara, si costituisce dunque per base 

della medesima l'espressione i, che si è visto ripugnare 
con un vero concetto matematico (67). In secondo luogo, 
la differenza ^— q corrisponde ad ^— ^, e Io zero è in 

ambedue i termini lo stesso nulla, perchè P e Q sono as- 

solidamente nulli, e tra gli zeri assolutamente considerati 

non può esservi differenza, siccome viene ammesso anche 

dal prefato Autore coir aver posto Q — P=0 nell'espressione 
o p 

ridotta essendoché non può mancar differenza che 

dove è uguaglianza, e viceversa: dunque in virtù di que- 
sto assioma, l'infinito che vien fatto rappresentare dai due 

termini della espressione ~ — 1 si suppone implicitamente 

eguale; ha quindi zero per differenza con se medesimo, 
essendo manifestamente irragionevole il negare l'estensione 
dell'assioma, or citato, al caso nostro, per motivo che le 
quantità uguali sono di valore infinito, quasiché il concetto 
dell'infinito escluda quello dell'identità e della eguaglianza; 
quindi si dovrebbe argomentare da chi accetta la forma con- 

tradilloria ~ per esprimere l'infinito, che — {=0, co- 
me anche parrebbe risultare dalla considerazione del bino- 
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mio — ^ qua! differenza tra due concetti omogenei ed 

assurdi in eguale maniera; e frattanto da questa condizione 

di nullità in ogni caso si passa ad un'altra ben diversa, in 

o 

quanto si pretende che la nuova espressione possa ge- 
neralmente valere qualche cosa. 

Di più , questo passaggio si fa colla riduzione delle 

supposte frazioni ^, ^, al medesimo denominatore; ma, 

lasciando da parte che quelle forme frazionarie hanno di 
già uno stesso denominatore in grazia di Pa=Qs=0, come 
può essere ciò permesso a tutto rigore matematico? La 
regola della riduzione dei rotti a comune denominatore 
si appoggia al canone, che i due termini della frazione 
siano moltiplicati per la stessa quantità, affinchè crescendo 
o scemando in eguale ragione sì il numeratore che il 
denominatore, venga serbata l'identità del loro rapporto: 
ma nel caso nostro non moltiplichiamo veramente, per- 
chè lo zero non è quantità; difettiamo al solito per abu- 
so di generalità di un metodo algebrico , estendendo al 
nulla ciò che si è stabilito per l'esistenza, e non alteria- 
mo egualmente i due fattori del rotto, perchè il primo 
dall' esser qualche cosa passa allo slato di nullità assoluta, 
mentre il secondo rimane lo slesso zero di prima. Ora, 

persistendo a riguardare ~ siccome una frazione, qual- 
mente vien fatto col procedimento della trasformazione in 
discorso, come può concepirsi che un rotto conservi il suo 
valore quando, restandone fisso il denominatore, se ne sce- 
ma di tanto il numeratore? Se si risponde che ciò avviene 

in virtù della capacità altribuita al simbolo ~ di rappre- 
senlare ogni quantità, il perchè può benissimo equivalere 
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in tal caso ad ^=»t tanto più che siam venuti a molti- 

10 o 
pi ira re — per — , e in quesla circostanza ^*=1 per la ra- 
gione che i due zeri in rapporto provengono dalla stessa 
quantità annullata, e quindi sono perfettamente identici: 
soggiungo allora primieramente; dunque nell'attuale con- 
tingenza ( che in fondo le include tutte, perchè costituisce 
il caso generale, sul quale s'intende stabilire la regola in 

questione) lo cui si riduce il primo termine della data 

differenza -5—5", prende un valore relativo, che vien fis- 

o i 

salo dall'equazione e poiché abbiam veduto che 

il secondo termine della differenza medesima debbon conce- 
derlo uguale all'altro, sotto pena di vedersi negare l'egua- 
glianza Q — P=0,di cui han bisogno i nostri Calcolatori, sarà 

del pari questo secondo -~ eguale al medesimo a»; l'operata 

, *oo 
trasformazione darà immediatamente 00—00== 0, 

. , .oo o— o o n _ , o , 

e quindi anche se pongasi ^ =ass ~o~ 33 o' 11 flna,e "ó do ~ 

vrà essere zero, senza che perciò vi sia bisogno di cercar 
altro. 

74. Quanto poi all'idea che — equivale all'unità ogni 

qual volta segna il rapporto tra due nullità provenienti da 
una medesima espressione, tale idea non può ammettersi, 
essendo erronea per tre ragioni: 1.* perchè supporrebbe an- 
ch'essa che i rapporti delle quantità sopravvivessero, per cosi 
dire, alle quantità medesime, o ne fossero indipendenti, senza 
che quesla supposizione possa venir giustificata nè dall'ana- 
logia, nè dall'induzione, nè dalla legge di continuità, stan- 
iceli è lo zero essendo assolutamente esclusivo ( 64 ), non 
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ammette legge veruna; i rapporti (Ielle <v>sc sono essen- 
zialmente dipendenti da quelle; e d'altronde se volesse mei- 
tersi in calcolo il concetto di identità, siccome questo si 
rincontra in qualche modo in tutti gli zeri, sarebbe univer- 
salmente nò occorrerebbe quindi affaticarsi per sa- 
pere cosa e La seconda ragione della falsità dell'idea in 

discorso è che con essa si riterrebbe una diversità intrinseca 
negli zeri, contro ciò che abbiamo limpidamente veduto per 
la semplice analisi del concetto del nulla (64), e contro quan- 
to si ammette dal nostro Autore coU'equazionc Q — P«0; ed 
inoltre si attribuirebbe qui pure allo zero una proprietà es- 
senziale degl'infinitesimi (23), co'quali verrebbe perciò a con- 
fondersi. — Finalmente coli' idea medesima $i professerebbe 
implicitamente il principio, che nella valutazione puramente 
matematica della entità di un dato risultamento si debba 
aver riguardo anche alla espressione o alla funzione, dalla 

quale esso è derivato; perciocché dicendo che ~ è uguale 

ad t quando procede da \ o da % e che può avere un 

qualunque altro valore quando scaturisce da forma diversa, 
Q— P 

come sarebbe -p-^-, si dice chiaramente che la ragione di 

questa diversità è riposta nella diversità dell'espressione de- 
rivalrice, e ciò non potrebbe affermarsi senza l'appoggio 

del principio generale enunciato, perchè il simbolo ~ non 

offre di per sè stesso argomento alcuno, che giustifichi la 
sua computazione relativa, di cui si parla. Ma colai principio 
è assolutamente falso; imperocché il valore numerico o ma- 
tematico di un resultato è semplicemente relativo all'unità di 
misura, speciale o generale che sia: ed ammettendo quella 
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massima, si abballerebbe pressoché tolalmenle la leoria del- 
le equazioni, non potendosi altrimenti equiparare quantità di 
diversa specie, restando cioè condannale le relazioni sena.— 
cosy=lang5=log.5j=-(|^» ec.ec, perchè sebbene queste e si- 
mili espressioni risultassero numericamente le stesse, pure 
sarebbero diverse in virtù della diversità delle rispettive 
funzioni. Così più Curve di vario genere che, riferite ai me- 
desimi assi, avessero un punto comune, non sarebbe più 
vero che avessero altresì un'ascissa eguale ed un'uguale 
ordinata, perchè il valor numerico di queste coordinate, re- 
spettivamente identico, verrebbe dato da equazioni affatto 

distinte: la quantità pm non cguaglierebbe più con ni 

e p identiche e con perchè la prima pm è un sem- 

plice prodotto, e la seconda pm è il resultato di una po- 
tenza e di un quoziente; nè sarebbe possibile, per analoghe 

ragioni, eguagliare - sena: a ^tangfx — ^ nel caso di x 

11 fatto sì è che queste assurdità rivelano la falsità del prin- 
cipio da cui emanano, e che quando ai resultameli si pos- 
sono annettere completamente le stesse idee in ordine alla 
loro quiddità matematica, debbono ritenersi per eguali per- 
fettamente, come infatti si ritengono, qualunque sia la loro 
provenienza. Dunque lutti gli zeri esprimono o rappresen- 
tano di natura sua il medesimo concello di nullità; l'espres- 
o 

sione j o si eguaglia coslanlemcnte all'unità per indicare 

appunto questa specie di costante identità, o si riguarda 
sempre come assurda, qual'è effettivamente, e starà a dir- 
ci in ogni caso in cui s'incontra, che desistiamo dal cer- 
care il valor della funzione in quella circostanza precisa 

che le dà origine, perchè cercheremmo l'impossibile; e la 

o , 

distinzione appoggiata alla provenienza di — non e che una 
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incongruenza ulteriore del metodo di trasformazione, rlie 
qui intendemmo combattere. 

75. Pertanto se questo metodo, <*on lutti i notati incon- 
venienti che racchiude, sia da riguardarsi come legittimo, 
e se legittima sia quindi la trasformazione dell'espressione 

o 

— lutt'altro che assurda, nell'altra ripugnante Q , lo 

lascio giudicare a quegli uomini leali e di senno, che po- 
tranno e vorranno prender sul serio in esame queste che a 
me, certamente leale, sembrano piccolezze e miserie di spi- 
rito, per concorrere anch'essi, quando tali pur da loro si 
stimino, a proscriverle e a liberarne la Matematica; la quale 
essendo eminentemente logica, pura e magnifica, non po- 
trebbe che restare offesa ed avvilita da simili grettezze e 
sofisticherie. — - Né si tenti giustificarle, dicendo che anco 
da espressioni assurde possono ricavarsi dei rapporti reali, 
delle cognizioni importanti; perchè replicherei: convengo 
senza contrasto che interpretale immediatamente, vale a 
dire nella circostanza in cui quelle espressioni si formano, 
valgono benissimo ad annunziarci l'assurdità di un quesito, 
come sarebbe l'impossibilità che un dalo polinomio razio- 
nale sia decomponibile in fattori reali della forma a — 6, o 
che in una determinala direzione si trovino punii di una 
data curva, o di una superfìcie assegnata; lo che non è 
poco: ma allorché le così delle quantità immaginarie vo- 
gliono adoprarsi mediatamente, allorché cioè s'intende sot- 
toporle al calcolo come vere quantità, oppure ci proponiamo 
usare di processi o erronei, o equivochi, o imperfetti, bi- 
sogna prima di tulio dimostrare che operando su quelle (ali 
espressioni, o in quella tale o tal' altra maniera, hanno ef- 
fettivamente luogo le opportune rettificazioni; altrimenti chi 
potrà menar buono un resultato, che fu dedotto per via di 
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coni [adizioni o d'incerti priori pj ? Indi soggiungerei, che pel 
caso nostro questa dimostrazione non comparve; il perchè 
se sarebbe lem or ila P affidarsi ad una segreta compensazione 
di cui ignoriamo l'esistenza o a priori o a poUeriori, non 
sarebbe certo presunzione l'affermare, che la teoria in di- 
scussione non è ammissibile; che in qualche circostanza può 
condurre a felice risultamene per implicita eliminazione di 
errori, e che in altre può portare a false illazioni; tanto 
più che quest'ultimo caso si verifica appunto nell'esempio 
offerto dal Sig. Francoeur in applicazione della teoria me- 
desima, siccome adesso mi accingo a provare. 

76. Questo distinto Autore si propone la ricerca del 
valore di xUngx — jTrseca? con a— essendo \n la quar- 
ta parte della circonferenza nel circolo di raggio 1; ossia 
vuol conoscere la quantità a cui corrisponde l'espressione 
\kUiq%\k — Ì7rsecT7r=Ì7rtang90°— Ì7rsec90°=(x> — oo; e die- 
tro le deduzioni speculative, superiormente riportate, trova 
che quella espressione equivale all'unità negativa 0). Difatti, 

anche senza discendere alle forme p, ~, la funzione pro- 
posta stanghe — Insecx si converte facilmente in 

o 



che si cangia visibilmente in J ponendovi x=ìtz: quindi il 

differenziale del numeratore sarà (32. 8.° e 11.°) dxscnx-t- 
xcosx.dx=dx{senx-hxcosx) % e quello del denominatore verrà 
dato da — dx.senx (ivi, 12.°): il rapporto dei due differen- 
ziali sarà perciò * ove, giusta la regola (73), fat- 

sen ì «r-4- i ttcos l n i . 

lo x=\k, avremo — = ; — - iS =— 1. 

—seni ir —1 

Ora io dico, che il valore di |7rtang90° — J7rsec90° non 
e meno uno, ma è zero, perchè quella espressione viene 

(I) Fnnicocur, Tom. i.° paa. 38S>. 
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costituita dalla differenza di due prodotti eguali, risultando 
ciascuno da eguali fattori. Nessuno infatti può mettere in 
dubbio l'eguaglianza di \n con \n; e quanto a quella di 
tang90° con sec90°, si dimostra in più modi. Imperocché 
tang90° e sec90° o si accettano come espressioni trigono- 
metriche, o non si accettano. Nel primo caso l'equazione 
tang90°=»sec90° emerge luminosamente per tre diverse vie, 
che sono: 1.' il processo numerico, pel quale, colle Tavole 
trigonometriche alla mano, si scorge che quanto più l'arco 
si avvicina a 90°, tanto meno la tangente differisce dalla 
secante; in guisa che queste due funzioni potendosi far dif- 
ferire tanto poco quanto si voglia, apprendiamo lo zero 
come limile di sec;r — tango: quando x procede verso jr; 
mentre la supposta equazione 47rlang90°— -4;rsec90 o = — 1 

dandoci scc90° — lang90°=-, assegnerebbe questo limite in 

una quantità poco minore di due terzi del raggio: 2.» la 
nota formula see'x — lang a ;r=-l, la quale con x=\n da 
sec a 90 o ==tang 2 90 o -+-l==tang a 90 o in virtù del Principio infi- 
nitesimale; d'onde sec90°=lang90°: ed egualmente la for- 
mula islessa, che può scriversi sotto la forma (seca: — tangx)- 

(secx-hlangx)=l , porge scc^-tanga ^^ , e quin- 



senxseeo;, la quale con x—ìt: dà Iang90°=sen90 0 .sec90 0 = 
sec90° in grazia di scn90°=l. 

77. Che se ad alcuno paresse inconveniente l'appellare 
in questo punto al nominato Principio, coglierei volentieri la 
congiuntura per farne sempre meglio osservare la coerenza 
perfetta e l'estremo rigore: perciocché nel concetto che 
sec90° e tan^90° siano funzioni iri'joitomciriche vi e quello 




= tang90° 



pel Principio medesimo: 3.' la relazione in fine tang 



sonx 

cosjf 
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che le due relle rappresentate con esse abbiano un punto 
comune, in virtù della loro definizione; e poiché sono pa- 
rallele, ne consegue che implicitamente ammettiamo l'idea 
della loro coincidenza, perchè due rette che hanno la me- 
desima direzione ed un punto comune, sebbene ad infinita 
distanza rispetto ad una retta data, bisogna che coincidano 
perfettamente. Dunque da questa retta, che è il raggio della 
circonferenza sul quale sono normali, fino al supposto punto 
d'incontro, non formano esse che una sola e medesima 
linea; hanno quindi un valore veramente identico; escludono 
all'atto il triangolo che regge la formula sec\r — tang 2 x=t, 
la quale perciò non poteva nel caso nostro legittimamente 
impiegarsi (59); e il Principio infinitesimale somministran- 
doci il resultato, che doveva rigorosamente ottenersi per in- 
declinabile necessità delle fatte supposizioni, ha dunque cor- 
retto l'errore che la mala applicazione della formula istessa 
ci aveva fallo commettere, risparmiandoci inoltre l'analisi 
metafìsica qui esposta, che pure si rendeva quasi indispen- 
sabile per conchiudere l'equazione sec90°=tang90°—op sen- 
za l'appoggio delle relazioni trigonometriche. 

78. Qualora poi non si volesse ammettere il concetto 
trigonometrico per sec90° e per lang90°, comecché non giu- 
stamente applicabile in tale respetliva posizione di queste 
due relle; la loro eguaglianza non sarebbe men vera: impe- 
rocché subentra allora l'idea schietlamente geometrica (63), 
la quale mostrandoci due rette normali ad una terza, ci 
assicura che l'una non può limitar l'altra; e mancando per 
altra parte una condizione limitatrice, ne consegue che il 
valore della loro estensione, computato dalla medesima parte 
rispetto alla retla di comune partenza, si concepisca come 
iufinilo ed egualmente infinito, perchè manca assolutamente 
per esse ogni ragione di relativa diversità tra di loro; e 
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I* ammetterla, sarebbe lo stesso che ammettere, al solito, 
un effetto senza causa. 

In qualunque maniera però si riguardino l'espressioni 
lang90° e sec90°, siccome il Sig. Francoeur ritiene per buona 
la sua teoria in proposito, dovrà concedere P equazione 
lang90°=sec90 o , perchè applicando il suo metodo alla 
espressione tang90° — sec90°=0D — od, si trova precisamente 

lang90°— sec90°*=0. Infatti, tang.r— sear—» 8 ^^, frazione 

cosx 

0 

che diviene ^ con il differenziale del numeratore 

è dxcosx; quello del denominatore è — dxsen^; il rapporto 
di questi differenziali è — colx; e postovi x=*\Tt, 

si ha tang90°— sec90°— — rot90°=»^.=0. 

Dunque 1.° tang90 o ==sec90°; 2.° | ir. tang90°— sec90°; 
3.° Ì7rtang90°— ^Trsec90°«=0; l.° l'equazione $7rlang90°— 
J7rsec90°= — 1 è falsa, ed è falsa perciò la teoria che vi 
conduce: 5.° questa teoria è anche incongruente, perchè una 

volta ci ha dato tang90°— sec90°«- — -, e un'altra ci dà 

tang90°— sec90°-=0, e ciò nel circolo del medesimo raggio. 

79. Anzi, poiché l'incongruenza è uno dei caratteri che 
più efficacemente attestano la falsità di una massima, o 
di un sistema qualunque, e d'altronde è troppo importante 
il purgare la scienza nostra da bruttezze che la deturpano, 
mostrerò in generale e di fallo l'incongruenza o la contra- 
dizione del metodo, intorno a cui si discute. 



se ne voglia il valore nel caso di x~\n t che la riduce alla 
forma od — qo. Si osservi, che quella espressione potendo scri- 



Abbiasi l'espressione 




langjc — 




•secr, e 
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m m ■» | 

2«.r» 71» 71 

versi in quest'ali ra guisa, cioè — — .xtangjc— — -secr, 

m m m . 

2T X T n~* 

nell'ipotesi di x=in si ha — — — — - — =1 , e per- 



ciò viene a moltiplicarsi per Yunità l'uno e l'altro termine 
della differenza 47rtang90° — {7rsec90°, che è la proposta del 
Sig. Francoeur: quindi se fosse vero che questa eguaglias- 
se — -1, e che il metodo fosse legìttimo e sicuro, la nuo- 
va funzione dovrebbe dare l'islesso pel caso indicato, per- 
chè si torna alla identica espressione j7rtang90 o — 4rrsec90°, 
e la moltiplicazione di questa, come primo membro di una 
equazione, per l'unità positiva non altera certamente il se- 
secondo. — Ciò premesso, avremo (seguendo gl'insegnamenti 
del prefato Scrittore, ed evitando con Esso. la riduzione della 

data differenza alla forma ~ — ~, altrimenti ci toccherebbe 

fri ffl | , M 

a differenziare due volte) m langx — m - — $ecx=* 

2*8a,~ ! 

-, frazione che x={n riduce visibilmente a ^ 



771 m 1 

2"» nTrT~" .cosx 



giusta lo spirito del metodo. Frattanto il differenziale del nume- 
ratoreè 2f n .m.x m ~ l senx.dx-\-2 m x m cosx.dx i e quello del de- 



->« c m-< (msenx-+-xcosx) 



il loro rapporto sarà dunque 

2 * X 2 (wsenxH-xcos*) 



tt % -, ove fatto o^ìrr, avremo agevolmente 

10 
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che si attendeva! 

Similmente, se nella espressione primitiva xtangx-— 
i-serx si permutino i coefficienti delle due funzioni trigo- 
nometriche, e quindi si cerchi il valore di intangx— xsecr 
per x=Ì7r, troveremo facilmente col metodo controver- 
so, e per la solila espressione, J7rtang90° — Ì7rsec90°»l : 
ma se invece voglia determinarsi il valore della differenza 

langar— — seex pel medesimo caso di oc=in, 

lo che porterebbe a moltiplicare per l'unità la precedente 
equazione, otterremo con tutta agevolezza dal metodo Istesso 
i TrlangOO 0 — ^sec90°=m. 

Ora, in tulle queste espressioni il concetto di Jrr, di 
tang90° e di sec90° rimane sempre respelti va mente il me- 
desimo; tang90° è sempre uguale a sec90°; la nostra teoria 
dell'infinito emerge coerentissima a se slessa, insegnandoci 
che in qualunque caso dev'essere J7rtang90° — Ì7rsec90°~0, 
perchè in qualunque caso abbiamo la differenza di due quan- 
tità infinite uguali: ma tale sarà pur quella del nostro Au- 
tore, che per espressioni affatto identiche assegna una in- 
finità di valori diversi? — Non credo che la retta ragione 
possa affermarlo, specialmente dopo aver bene considerato 
quanto in proposito si è detto al paragrafo 74! 

80. Ciò non ostante, siccome ci siamo proposti di dare 
la maggior sodisfazione possibile su questo particolare, non 
devesi omettere di osservare, che alcuno potrebbe dire: 
essere l'espressione <» — o» un simbolo indecomponibile, non 
suscettibile, cioè, di analisi di sorta, una formula insomma 
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intangibile; in guisa che se per qualsiasi considerazione si 
trovi, per esempio, sec90°— tang90°= » — od=0, non si 
possa concludere per moltiplicazione che anco msec90°— 
mtang90°— 0, e neppure sia lecito dedurre che sec90°= 
tang90°; perchè negando questa intangibilità, si troverebbe 
sec a 90— tang a 90, resultato che è in aperta contradizione 
con ciò che si ha dalla Trigonometria, la quale porge 
sec a 90°=tang»90-hl. Ma questo discorso, oltre al grave 
difetto di fondare una massima sopra un asserzione pura- 
mente gratuita, contiene gli errori seguenti: 

!.• Una incoerenza di fatto; perchè se lang9(V > — sec90°, 
ovvero i^tang90°— Ì7rsec90° è un simbolo indecomponibile, in 

che maniera si opera su di esso per trasformarlo in p — ' , 
o 

o in j? Questo è un decomporlo, è un toccarlo 1 — È vero 

che i sostenitori di quella sentenza potrebbero soggiungere: 
noi non proponiamo di operare su quel simbolo, ma bensì 
di valersi dell'espressione primitiva che in quel tal caso par- 
ticolare lo genera; e così, stando all'esempio addotto, ap- 
plichiamo la nostra analisi ad xtangx— £7rseex, ovvero ad 
iTitangx — xsecx, e non ad £7rtang90° — Ì7rsec90°. Ma io re- 
plicherei: o Voi operando sopra xtangjc — insecx credete 
che x sia uguale ad *7r, o supponete che sia diverso. Nella 
prima ipotesi il vostro processo non è che una finzione 
scemi fica, o una simulazione di calcolo; operale realmente 
sul vostro simbolo indecomponibile *7rtangU0'' — *7rsec90°, 
e quindi vi conlradite: nella seconda, voi pervenite ad un 
resultalo che dipende essenzialmente dalla condizione della 
diversità della x rispetto ad \n\ come dunque potete legit- 
timamente concludere che quel risultamelo valga anche 
per x=Ì7r, siccome ih realtà concludete? Ciò equivale a 
supporre che x sia insieme uguale e diverso; contradice di 
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per sè slesso, coutradice al criterio matematico, da noi sta- 
bilito al paragrafo 59, o se più vi aggrada, contradice in 
fondo alla Regola seconda dei Logici, espressa dal nolo esa- 
metro: Latius hos quarti praemissae conclu&io non vttfl. Dunque 
in ogni modo siete in conlradizione con Voi medesimi. 

2 ° Il secondo errore contenuto nel discorso surriferito, 
è relativo alla teoria delle equazioni. Infatti , quando mi si 
ammette che scc90 8 — tang90*=0, ini si accorda un'equa- 

• 

zione, mi si concede che le due quantità costituenti il primo 
membro non differiscono tra loro; dunque mi hi dice che 
sono eguali, perchè due quantità, qualunque esse siano, non 
possono non differire che quando sono eguali. Dunque, cosa 
vi è di più conscguente che da sec90° — tang90'=0 dedurre 
sec9(Vs=slang90°? La teoria delle equazioni non è appoggiata 
al principio di identità? Che forse viene offeso questo prin- 
cipio dal trasporto di un termine da un membro all'altro 
di una equazione? Vien forse con questo ad alterarsi la re- 
lazione sostanziale esistente tra i termini di una data equa- 
zione? Non è anzi un affermare il medesimo concetto, un 
esprimere la stessa legge in altra guisa, o con altre forme? 
Dunque perchè si vorrebbe negare pel caso nostro la legit- 
timità del passaggio da una ad un'altra forma , vincolata 
colla prima per lo schietto principio d'identità? Forse per- 
chè le quantità in rapporto hanno un valore infinito? Ma 
da quando in qua il concetto di eguaglianza ha cessalo di 
essere universale, motivo per cui non possa applicarsi al- 
l'infinito matematico, e sia perciò assurda l'idea di due 
quantità infinite uguali? E poi , o non concedono implicita- 
mente che sec90° e tang90° sono eguali allorché conven- 
gono che la loro differenza è zero, ossia che non esiste dif- 
ferenza tra loro? Dunque il negare esplicitamente questa 
eguaglianza, è una contradizione innegabile! 
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3.° Passando sopra finalmente all'altro errore, consisten- 
te nel ritenere per esatta l'equazione sec a 90°=lang 2 90°-4-l, 
che pare ci venga somministrata dalla Trigonometria, la 
sentenza in confutazione difetta per mancanza di avvedu- 

* 

tezza: perciocché, prescindendo dalla nostra pura e sem- 
plice argomentazione, colla quale dal solo concetto che la 
secante e la tangente di 90* possano avere un punto co- 
mune anche a distanza infinita, abbiamo dedotta l'egua- 
glianza di queste due funzioni (77); l'ammissione dell'equa- 
zione sec90°— .Iang90°«s=i0 come vera, dovrebbe per lo meno 
far sospettare dell'altra che proviene dalla formula sec a ^=» 
lang'x-hl con *=Ì7r, tanto più che questa formula sup- 
pone un triangolo, che non esiste quando l'arco eguaglia 
un quadrante; ma chi discorresse come sopra ho esposto, 
preferirebbe una ipotesi di nuovo genere che sa di estrema 
ricercatezza, a fatti razionali e certi, quali sono le leggi 
delle equazioni, senza nemmeno sospettare le incongruenze 
che indi nascerebbero; lo che non è certamente indizio di 
sano accorgimento. 

Dunque l'obiezione desunta da una pretesa indecomjH)- 
nibUità dell'espressione od — oo non ha affatto alcun valore 
per sostenere minimamente la teoria, contro la quale qui 
si combatte. 

81. Ne più felice sarebbe chi intendesse difendere l'equa- 
zione Ì7:laiig90 o — Ì7:sec90*= — l,e le altre analoghe con- 
template poc'anzi (79), con altri giri di calcolo: imperocché 
il calcolo è una cosa eccellente, è un sussidio potentissimo 
dell'umana ragione, è una parte essenziale della Matema- 
tica; ma non è il tutto, e non può provar mollo ove spe- 
cialmente è questione di principj, i quali vogliono essere 
stabiliti con delle idee fondamentali ben giuste, chiare e 
precise e con dei buoni sillogismi, meglio che con ripieghi 
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di calcolo, il quale anzi in certe circostanze può servire ad 
illudere e ad imbrogliare, piuttosto che a togliere le diffi- 
coltà, a dissipare i dubbj, a far conoscere la verità, perchè 
appunto può venire appoggiato a basi incerte o mal sicure 
o assolutamente instabili, e quindi essere pessimamente ap- 
plicato. Di più, essendo ormai provato falso ciò che il sup- 
posto difensore vorrebbe dimostrare per vero, dovrebbe 
necessariamente soggiacere a qualche fallacia nella sua di- 
mostratone, perchè nessuna cosa può essere simultanea- 
mente falsa e vera nel medesimo senso. — Supponiamo 
infatti che tra le diverse vie consimili che potrebbero usarsi 
per tentare di raggiunger l'intento enunciato, di provar cioè 
che Ì7rtang90°— Ì7rsec90°= — 1, si scegliesse la seguente: 

Nella espressione artangx — i^^ ra ^ X ~^^~ sì P° n ~ 
ga x=i:r— y; avremo: (f jt — y)lang(Ì7r— y)— Ì7rsec(i7r— y)= 

( } ff - r)scn ( J r-yh- \ *_( \ Jr-r)co*r- j n j rrcosr-y cos r -. j * 

; : =— • — , ()VC 

cus(jit— stny seny 

sostituito per cosy e per seny il respetti vo loro valore dato 
per l'arco y, otterremo agevolmente (irr— y)lang(Ì7r— y)— 

-Kf-^~)-0-^i^) riL1 ^ 

Zi z\ • Fatto adesso y=»0 

1 — — — I ec. 

2.3 S. 3.4.5 

nel primo membro di questa equazione e nel finale suo va- 

i 

lore, risulterà visibilmente Ì7rlangìn— Ì7rseci 7i=-|— =- — 1, 

come dà pure nel caso medesimo la regola ordinaria. 

Ebbene, non è evidente che caderemmo anche qui nel 
consueto errore di supporre un resulta mento più generale 
del giusto? La trasformazione operata non si appoggia es- 
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serialmente al confetto implicito ed esplicito della esistenza 
di y? Senza questa condizione che avremmo potuto Ottenere 
la formula tinaie? No certamente, perchè essa reclama una 
divisione per y, e questa operazione non può farsi quando 
y=0 { 67, 74 ); ed inoltre insiste sulla prima trasformala 

— , ove il divisore 0, procedente da ar=Ì7r, viene 

cosjr 

ad essere considerato in una significazione universale, alla 
maniera ordinaria, mentre l'espressione in cui si trova non 
può averne che una convenzionale relativa e fissa (63, 73). 
In sostanza con quella dimostrazione noi diciamo: sussiste 
una equazioue quando è funzione di //; dunque è vera an- 
che allora che cessa di contenere la medesima y, e non ò 
più colale funzione. Ma questo discorso non torna, perchè 
e formalmente contradiltorio ; e affinchè potesse tornare 
materialmente, bisognerebbe provare che la presenza della 
y nell'equazione in parola è puramente accidentale o indif- 
ferente in ordine alla giustezza di questa equazione; lo che 
è assolutamente falso pel caso nostro. — Dunque il metodo 
ausiliario, portato in esempio, non è meno sofistico di quello 
che doveva sostenere; va quindi rigettato ancor esso; per 
consegaenza non può ragionevolmente ritenersi l'equazione 
Ì7rlang90— Ì7rsec90°== = +:l,==s : £ro; e resta perciò senza ec- 
cezione la sentenza del metodo infinitesimale, che dichiara 
esser vera in ogni caso la relazione Ì7rtang90° — i^sec9G°=0. 
82. Qui terminerebbe l'assunto mio (62): ma poiché 

credo aver provato a sufficienza che l'espressione J, alla 

quale i nostri Analisti riducono la questione or trattala , 
è assurda; e per altra parte interessa grandemente alla 
scienza nostra, siccome ho altrove notalo (73), la ricerca 
dell'errore, che ha condotto al sentimento contrario; darò 
mano volentieri a questa investigazione, anche per som- 



Digitized by Google 



152 

ministrare argomenti ulteriori in prò della conclusione pre- 
cedente. 

L'attuale disquisizione è semplicissima e sbrigativa, 
dopo le dottrine antecedentemente stabilite; perciocché la 
fallacia in cui cade il Sig. Erancoeur nella teoria generale 

relativa a J-, è rivelata immediatamente dal solito criterio 

logico fondato al paragrafo 59, tante volte citata — Infatti, 

rappresentato con il rotto funzione di x, che diviene | 

con x=a, propone di cangiare x in x-hh, di sviluppare 
P e Q col teorema di Taylor, di porre .r=a nell'ottennio 
sviluppo, di dividere quindi per A, e di fare in fine /i=0 
nel conseguente resultato; col quale processo perviene age- 
volmente alla conclusione, che il valore di ~ è dato dal 

quoziente delle derivale dei termini della frazione, posto in 
esse a*—a (*). Ma vale la pena ch'io torni a ripetere le 
medesime cose per mostrare la illusione di un simile pro- 
cedimento? Non è affatto analogo al metodo trovato erro- 
neo al paragrafo antecedente? Il teorema di Taylor non 
suppone una variazione h enetti va? Non ricorre anche qui 
la divisione per h? — Dunque non aggiungerò sillaba, es- 
sendo troppo manifesto il sofisma della illazione riferita, 
e piuttosto passerò ad analizzare un altro sistema, che da 
altri ponesi in campo per giungere alla conseguenza me- 
desima. 

83. Non sembrando ad alcuni, che il mentovalo teo- 
rema di Taylor offrisse la via migliore per giungere al con- 
seguimento del valore di ^, han creduto di supplirvi con 
effetto operando nella seguente maniera. 

(1) Francoeur, Tom. ±° pag. 381. . 
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Se la frazione ® riducesi a ~r perchè x=*a rende 

F(x) o 

/■(x)=F(x)=0, si ponga 9(1)=^, e si cangi in questa 
equazione x in ar-f-àr, essendo &c una variazione qualunque 
de..a*. Avremo (31)... rt^H gffi g^ff : e 

fallo ar=a in quesla equazione, lasciando sollinlesa tale so- 
stituzione nei termini df{x), 5F(x), ed osservando che per 

ipotesi f(a) ed F(u) sono zero, ollerremo ?{a^x)^~== 

H^ : ~TT' Ma 88 su PP° mamo adesso che $x riceva dei 
valori continuamente sempre più piccoli, per modo che lo 
zero sia il limile del suo decremento; chiaro apparisce, che 
il limile del valore del primo membro, ?(a-*-&t), sarà c(a), 

e che quello dei due termini frazionari, -—^ e costi- 

luenli il secondo, verrà dato dalle respetlive derivate f\x\ 
F'(x), giusta la relazione altrove stabilita (31, (N)): dunque, 
stando al Principio che i limili di quantità eguali sono eguali, 
e che il limile di un quoziente eguaglia il quoziente dei limiti 

de'suoi fattori, sarà 9(a)=£S Ma <p(a) è uguale ad ~- 



e il valore di x nel resultalo è già sottinteso che debba 
essere a: dunque finalmente ^L=lc=4^, d'onde la re- 

F(a) 0 F(o) 

gola nota (73). 

Ora, questo discorso, che cerio ha dell'ingegnoso e del 
seducente, non può accettarsi in buona Matematica per due 

ragioni principali: 1." perchè avendo posto jjfc^fM» ed 

avendo in seguito operato su ?(*) in ordine alla ricerca di 
un limite, abbiam portata la questione dalla forma dei rolli 
alla forma delle quantità intere; e colai mutazione ha in 
questo caso un'influenza particolare sulla deduzione, come 
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in breve saremo a vedere: 2.» perehè la considerazione fatta 
nel discorso medesimo relativamente ai limiti, e il susse- 
guente processo, non sono che un modo indiretto per an- 
nullare il concetto di variazione, che si è fatta subire alla 
x coir intendimento di ottenere una trasformazione oppor- 
tuna allo scopo prefìsso. Questo modo è molto coperto, 
sottile e delicato; ma in realtà porla all'indicata annichi- 
lazione, e quindi contiene la consueta incoerenza di volere 
e insieme non volere, di supporre insieme l'essere e il nulla. 

Infatti , osservando che ^^=/"'(x)-4-ò5^-f-c3x a -hec., e che 

?^WV)+Bda>4-CSd« a 4-ec., (31, 30), sarà <p(a-h$x)= 
{ /"'(x)-+-63a?-hc5a: a -hec- } : { F'(x)-t-B5o;H-Còa; a -hec } ; equa- 
zione da cui , con ox=0, si trae <p(a)==j^-^j=^ r |^, pre- 
cisamente come sopra per la industriosa considerazione dei 
limili. Ma l'ipotesi di 5x=0, o dell'annientamento della va- 
riazione della x, distrugge il concelto delle derivate f'(x) 
ed F'(x), perchè la loro esistenza dipende necessariamente 
da quella di $x (30): non si può dunque far capitale di esse 
in questa circostanza, quando si ami e si voglia procedere 
con vero rigore di dialettica. 

84. Comprendo che un uomo d' ingegno acuto, il quale 
però non avesse approfondito sufficientemente la questione 
in proposilo, per difendere il riferito metodo dei limiti, 
attualmente in esame, e quindi la conseguenza ricavatane, 
potrebbe avanzare una difficoltà contro a quest'ultima di- 
mostrazione mia, discorrendo in tal guisa: 

Bene, sia pure che la soppressione del concelto della 
variazione dx porti seco la mancanza delle respctlive deri- 
vate. Ciò vorrà dire che saranno in tal caso nulle ambedue; 

che 9(<i)=^«=^" , ci verrà data per l'analoga, se non vuol 
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dirsi identica, espressione j; e che quindi il vostro metodo 

di sviluppo non sarà atto a farci conseguire P inlento: ma 
non ne viene che l'altro metodo insistente sulla considera- 
zione dei limiti, non possa condurci a buon fine; imperoc- 
ché introducendosi con esso una nuova idea, quella dei li- 
miti, non ripugna che per via diversa si riesca ad ottenere 
quanto per un'altra ci è stalo impossibile. Dunque per ri- 
gettare questo metodo o bisogna dimostrare un po' meglio 
che si confonde con quello che suppone esplicitamente &c=0, 
o convien provare che non è ammissibile per altre ragioni. 

Ma questa obiezione non è senza replica decisiva: se 
non m'inganno può anzi agevolmente e vigorosamente dis- 
siparsi. 

1 Limitigli, per istabilire che f\x) ed ¥'(x) sono i re- 
spetlivi limili dei rapporti richiamano le slesse 

espressioni, che noi abbiamo precedentemente adoprate per 
sostituirvi àx=0 (83); e considerando o supponendo àx 
nello slato di continuo decremento e di progressiva con- 
vergenza verso Io zero come a suo limite, senza quindi 
poterci mai giungere, vengono a riguardare f\x) ed ¥\x) 
siccome i limiti ai quali tendono respellivamenlc in tale ipo- 
tesi i secondi membri f\x)-\-bàx-hcòx' i -)Hi& , F^J-f-Box-h 

CdarM-ec., e quindi anche i primi -J-jp Ora io dico 

che questo concetto è falso, perchè suppone implicitamente 
una indipendenza assoluta ira &r ed f\x), ¥'(x). Infatti, se 
avesse luogo cotale indipendenza, cioè se f'(x) ed ¥\x) con- 
tinuassero ad esistere anche quando non esistesse più o.r, 
o fosse &c— 0, qualmente accade rispetto ad x nella sem- 
plice sintesi x-h&r ; quel concetto sarebbe giustissimo, nè 
alcuno potrebbe tampoco metterlo in dubbio: ma avendosi 
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necessariamente F(.r)«0 allorché 0, essendo cioè 
simultaneo il concetto della nullità di ò\r e delle derivale, 
ne consegue die, nell'ipotesi emessa in ordine al limite di 
&r, il vero limile dei riferiti secondi membri è lo zero, e 
non f\x) ed F'(x), altrimenti o negheremmo la dipendenza 
che abbiamo chiamala implicita (30), o la giudicheremmo 
indifferente per rapporto alla nostra questione, valutando 
così nelle slesse condizioni rispetto a ox tanlo i secondi 
membri riportati qui sopra, quanto l'espressione x-f-àr ci- 
tata in esempio; la qual cosa è manifestamente assurda. 

Inoltre, il limile dei rapporti nel caso che 

si riguardi lo zero come il limile di òr, è visibilmente 

in virtù del Principio dei limili, più volle enuncialo; perchè 
quando i valori di òx convergano a zero, a zero conver- 
gono pure quelli di of(x) e di òF(x), dimodoché ox, òf(x) 
e oF(x) sono simultaneamente nulli; quindi lo zero è limile 

comune di queste quantità nell'ipotesi in parola; e jj, quo- 
ziente dei limiti dei fattori, è perciò il limile dei respettivi 
quozienti: dunque dovrebb' essere ^=f'{j:) y £s=F\x) 9 in 

grazia del Principio medesimo e della considerazione di f\x) 
ed F'(x) come limili nel senso che i moderni vorrebbero. 
Ma se a dirittura, senza intromettere l'idea dei limili, si 

suppone òV=0, i rapporti ~ x ^, -S3 si cambiano in -jj-, 

« 

ove lo zero ha il medesimo respetlivo significato che quando 
proviene dal concetto di limite, perchè o si riguardi come 
un limile o come l'idea di un semplice annullamene, espri- 
me sempre nel!' un caso e nell'altro l'annichilazione di quan- 
tità respeltivamente identiche; e poiché nella ipotesi di&r=0 
nessuno può ragionevolmente contrastare la nullità di f\x) 
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• 

e di ìi\x), ne viene che -2.— /"'(x)«0, «=F'(x)— »0. Dunque 

ad ogni modo il limile dei valori di e di ^~ è zero 

quando zero sia il limite di fa?: la sostituzione immediata 
dello zèro invece di da? nelle note espressioni equivale pre- 
cisamente ad applicarvi l'idea dei limiti con &c convergente 
a zero: il metodo dei limiti è stato male adopralo nel caso 
nostro, perchè si è preso per limite una derivala, mentre 
era lo zero: questa illusione è nata dal non aver posto mente 
alla dipendenza implicita che hanno le derivate da òr: tale 

* 

inavvertenza è proceduta dalla mancanza di riflessione su 
i veri concelti generatori delle derivate medesime, i quali 
sono evidentemente due, quello cioè di una funzione deri- 
vatrice, e quello di una variazione eflelliva nello stalo di 
essa, mediante una eflelliva variazione di uno o più de' suoi 
elementi. Dunque l'obiezione proposta, la quale non può 
sostenersi che fondandosi sulla indipendenza assoluta da ox, 
o dal concetto di variazione, cade irremissibilmente» e con 
essa rovina il processo che si voleva sostituire a quello del 

Sig. Francoeur per provare che °-=~^; lo che vedremo 

confermato adesso in altra maniera, che di buon grado pro- 
pongo per dimostrare eziandio quanlo sia pericoloso in certi 
casi il passaggio da una forma ad un'altra (83. 1.") senza 
le debite precauzioni. 

85. Tra le cause, che impediscono all'uomo di cono- 
scere e di trovare la verità, è certamente il pregiudizio o 
la mala prevenzione. Quando ci siamo fìtti in capo, che 
una tal cosa debba slare in una data maniera, tutte le vie 
ci sembrano buone a confermarcene, di ogni apparenza di 
prova ci contentiamo! — Ecco qui: si tratta di una que- 
stione relativa ad una espressione di forma frazionaria, e 
di una questione che certamente si attiene più alla forma 
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che alla sostanza , quale è quella che a -i si riferisce: ra- 
gione voleva che questa forma si rispellasse completamente: 
un assioma ce ne dava il modo, e ci offriva una base si- 
cura per risolvere il problema, se era possibile: ma, niente 
di tutto questo! Non si bada all'assioma; non ci si accorge 
dell'alterazione di forma; si crede anzi lecitissima: ci s'inol- 
tra per una strada alquanto incerta e contorta; ma sembra 
diritta e luminosa: e ciò perchè? — Perchè ci conduce age- 
volmente a quel risultato, che già in testa nostra è una ve- 
rità incontrastabile! — Quanto siam miseri, poveri mor- 
tali! Ma almeno si riconoscesse la nostra miseria! — 

Or l'assioma, cui alludo, è quello che forma la base 
del Calcolo differenziale, e che abbiamo richiamato anche 
a pag. 62; e dice che la variazione comunque subita da 
una funzione qualunque, è data dalla differenza tra la fun- 
zione variata e la funzione istessa allo stato primitivo: la 
quale evidente proposizione, pel caso che la funzione ab- 
bia la forma di rotto, si formula fedelmente in lai guisa: 

' - , * — 1, =•/ . Da questa fondamentale equazione 

t(x-H*xj Ffxj F(x) 1 n 

fl x ) 

pertanto si trae, con tutta verità ed agevolezza, pH — 
^ f^^^m Ma „ se,™,,,, 

F(x-Mfcr) F(xj F[x;-f-JF(x) F(x) 

di questa equazione dovendo esser costante per uno stesso 
valore della x, perchè costante è in lai caso il primo mem- 
bro, ne consegue che sia indipendente dalla entità della va- 
riazione óx: dunque l'equazione medesima dovrà sussistere 
anche pel caso dei differenziali, qualunque sia il sistema al 

quale si appoggiano; e sarà perciò con eguale rigore ffcr* 

f(x)^df{x)_ f{x) _ fjz.+^Qdx^ Ff x) . df[x)^f[x) . ,/F(x ) ^ 

F(x)-^/Fix} F(x) F(xH-F'(xj .dx (F(x))» 

lazione generale tra una espressione frazionaria qualunque, 
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funzione di x % e i suoi elemcnli differenziali. Su dunque la 
natura di questa funzione sia tale, che x^=a dia f[, i: )=f[a)=i\ 



F(x>=F(a)=0, e la riduca perciò a |> avremo 



F{a)-hF'{a).dx (F(«))» F'(a).dx 0 F'(a) 0 * C 

quindi il preteso valore del nostro ^ rimane sempre inde- 
terminato, volendo usare la frase dei moderni Analisti, e 
intendendo procedere con naturalezza e giusta i principi 
della scienza ormai concordati e stabiliti. 

8C. Parrebbe però che si potesse dire essere zero il 

valore di |- che entra nel secondo membro dell'ultima equa- 

zione; perchè il valore del differenziale di yj^j potendosi scri- 

vere anche in questo modo, -~l^^ r ~ *-J--Li — , avrem- 
mo pel caso di x^O, e ponendo fuori dx fattor comune, 
d^!=-jj .do:: quindi o si assume dx come zero, e allora, 

qualunque cosa sia il suo coefficiente il prodotto -|. 0=0 ; 
o si riguarda dx come un infinitesimo, e in tal caso l'espres- 
sione |.dx è una quantità infinitesima che, secondo il re- 
lativo Principio, deve eliminarsi nel resultato in faccia alla 

quantità Dunque otterremmo sempre, in conclusione 

t [a] 

della nostra ricerca, • Ma si risponde brevemente : 

u r [a) 

o si suppone dx=0, e allora, concedendo ^.0=0, il va- 

lor cercato sarà ±===^^^^ ) ^-^, non polendo in 

questo caso ammettersi la divisione per dx... (71); e quindi 
nulla avremmo concluso: o si considera dx conio infiniti - 
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sìmo, e in questa veduta non può dirsi che ^.da sia una 

quantità infinitesima; perciocché o jj è una espressione im- 
maginaria, cioè implicante un concello contraditlorio (sic- 
come credo aver dimostrato) e in tal caso J.&r è un as- 
surdo; o si vuole che sia capace di rappresentare e di 
avere qualunque valore, e allora per dichiarare in generale 
che Vr/.r è una quantità infinitesima, bisogna generalmente 

provare che il coefficienle jj- non può essere infinito, la qual 

prova non sarà tanto facile! — Se mi si replicasse, che 
anzi è ciò facilissimo; che i Trattati han previsto il caso 
dell'infinito, e che hanno insegnato come risolver la que- 
stione in tal contingenza ; soggiungerei : primieramente il 
caso che contemplano i Trattali è ben diverso dal nostro, 
perchè suppongono che l'infinito risulti da alcuna delle de- 
rivate per la sostituzione di x=a ( ! ); mentre l'infinito di 

cui parliamo appellerebbe al coefficiente £ nella espressio- 
ne j.dx. E poi, come possono i Trattali parlar di que- 
sto, se non hanno nemmen sospettata la presenza del ter- 
mine ^.dx nel valore del loro ~? Dunque il rinviarmi 

ad essi non sarebbe ragionevole partilo. In secondo luogo, 
la soluzione che danno i Trattali per la circostanza che 
considerano, è difettosa al solilo, perchè ammettono il con- 
cello di variazione e quindi lo ritolgono; suppongono cioè 
l'esistenza di àx o di /», dividono per h, e poi nel conse- 
guito quoziente fanno h=Q ( 2 )! Dunque un metodo siffatto 

[1) Francocur, Toni. 2.° pag. 383. 

(2) hi. 
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non può accettarsi, e l'istanza in proponilo non avrebbe 
alcun merito, 

Pi ul tosto potrebbesi obiettare, che la formula del va- 

lore di ■ non è da ammettersi pel caso preciso in cui si ri- 

F(x) 

chiama ; perchè supponendo essa una riduzione al medesimo 
denominatore (32. 9.°), quando uno dei denominatori sia zero 
quella operazione è abusiva (73): ed io convenendo della giu- 
stezza di questa osservazione, aggiungerei che nel supposto 
della nullità di /*(.*) e di F(x), nè col mezzo dei prodotti, nè con 
quello dei quozienti, nè col sussidio dei logaritmi (32. 16.°) 

può rigorosa mente ottenersi il valore di ^-J*- quindi non 
esistendo altra via di conseguirlo, e d' ; dovendo COlUpa- 
i-ire nel valore di v. - allorché si pone in calcolo l'idea di 

variazione (85), concluderei l'impossibilità o l'assurdità del 
relativo problema generale: conclusione che d'altronde ben 
si vede essere in perfetta logica; perchè il volere che una 

espressione assurda di natura sua, qual'è a forza di cal- 

eplo giungesse a rappresentare una realtà o un concetto ra- 
zionale, sarebbe volere un' impresa non da uomini di senno, 
ma da gente stolta, o da fantasie deliranti, o da intelletti 
straordinariamente pregiudicali ! 

87. Ma se ragionevole cosa è, che non possa sussistere 
una fabbrica, la quale si voleva fondare sul nulla, sarà del 
pari conseguente che i materiali apprestali per la medesima si 
dissolvano con essa, e con essa non abbiano alcun valore? O 

per parlare senza metafore, se il rapporto non può es- 
sere il valore dell'immaginario ^, potrà avere un'altra si- 
gnificazione reale ed importante per la scienza nostra? — 

il 
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Rispondo che sì, purché si ricorra all'idea dell'infinito. — In- 
fatti, quel rapporto esprime precisamente il valore di p|"^*j 

quando a rende nulli i termini della frazione ^ ; per- 

ciocché essendo {^-ff*ffit£, se x-a dà ((a)— 

F'x-^dx) F(x)+F'(x).dx ,v ' 

r(a)=0, avremo f ^ a ZdJ) F^)' — 6000 con quanta 
semplicità ed agevolezza il metodo infinitesimale bene inteso 
dissipa ogni giro vizioso, ogni sofistico procedimento, ogni 
ipotesi ripugnante, in cui sono incorsi nel caso nostro gli 
Analisti moderni, e riconduce alla giusta valutazione di for- 
mule e di concetti. Imperocché f{a+dx) e F(a^dx) non 
indicano già f[a) e F(o), ossia zero, ma lo stato respellivo 
di queste funzioni il più possibilmente prossimo allo zero; 

e quindi il rapporto è veramente nel senso Newto- 

niano (*) Y estrema ragione di due quantità capaci d'infinita 
diminuzione e di ridursi perciò infinitesime, o se vogliamo 
esprimerci in altra maniera, è il limite a cui tende il quo- 

ziente quando x converga come a suo limite, non ad 

a (68), ma ad a-±dx, lo che é essenzialmente differente per 
chi non voglia ostinarsi a credere o che dx sia zero, o 
che il Principio infinitesimale debba assumersi in significato 
assoluto e non relativo (*). 

(1) Quel Geometra potentissimo del Newton nell'adoprare il metodo 
delle prime ed ultime ragioni, ammette anche esplicitamente l'idea dell'in- 
finito (Philosophiae naturali* Principia Mathematica, pag. 23, 20, 27 eie): 
nè e da credere che una Mente di tal fona e sagacità Imitasse là quella pa- 
rola senza la conveniente considerazione, e quasi per modo di direi 

(2) Si riscontrino specialmente i paragrafi 23 3.°, 30, 99, 00 e 77 di 
questa Memoria, dai quali apparisce manifesto che il Ginone citato è reti- 

livo ai risultameli li. Applicandolo dunque a p^ ^ ^j sarebbe per più ri- 
spetti male applicalo. 
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88. Ad oggetto poi di apprezzare convenientemente que- 
sta differenza, e quella che corre tra i due diversi processi in 
parola, supponiamo che l'espressione xlangx—jTrsecx ed altre 
analoghe, come (x — y7r)tang.r, (x — i7r)secr, (In — j;)tangx, 
(Jt: — xjsecx, e quelle riportate al paragrafo 79, rappresentino 
la legge dell'andamento dei punti di curve riferite a coordi- 
nate rettilinee, ovvero supponiamo che y=xian%x — j riseci , 
-i stangar— xsecar, y={x — J7r)tangx, y=(j~ — x)tangx, 



2*x* +i 

.'/=(*' — JttJsccx, y=({7r — x)secx, y= — tangx — ™ 

7T> 7I« 2*X*' ¥ 

"nT~ij — se€X * y 83 * — tangx- — seco? siano le 

equazioni di altrettante linee curve, le quali saranno visi- 
bilmente trascendenti e dotate di una infinità di asintoti. Il 

metodo dello che abbiamo confutato, ci dice che, per 

:c=\n queste curve hanno un punto che dista (nella dire- 
zione dell'ordinata) di ^1, o di ^Pm dall'asse delle ascisse: 
mentre la nostra analisi infinitesimale c'insegna, che col- 
l'ascissa \n si ha sempre in tutte y=-0 ( 81, 69); che i 
valori =P1 enPm risultano per y quando x=\n^dx; che 
le curve istesse soffrono quindi una soluzione di continuità, 
perchè hanno un punto singolare, isolato dai rimanenti, e 
collocato sull'asse delle x, precisamente alla distanza }it 
dall'origine; e che i punti assolutamente contigui a quello, 
che manca nell'andamento generale di ogni curva, riman- 
gono dalla stessa parte dell'asse medesimo ed alla stessa 
distanza da esso. Ora questa manifestazione è ben distinta 
e diversa da quella che ci vien fatta dall'altro sistema in 
ordine alle curve in proposito; e ci ha messo in grado di 
conoscer l'equazione della Linea che risolve il seguente pro- 
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blema generale: Trovare una curva, la quale abbia una in- 
finità di asintoti, un solo punto singolare sull'asse delle 
ascisse, e i punti rigorosamente contigui a questo distanti 
della quantità m ovvero — m dall'asse medesimo: problema 
die nessuno, mi lusingo, vorrà dichiarare anligeo metrico. 

In egual modo l'analisi nostra ci rivela, che la curva 
x i 

dell'equazione .'/—-£- manca del punto rispondente all'ascis- 
sa x«-t, perchè in tal caso abbiamo y=^, immaginario; 

che essa quindi soflre in quel luogo una reale rottura; che 
i punti immediatamente contigui sono alla distanza di 1 
dall'asse trasverso; che con x*=0 y è pure immaginario, 
perchè tale è il logaritmo di zero; che perciò e per l'as- 
surdità dei logaritmi delle quantità negative, non che per 
rimanersi positiva la y anche con x frazionaria, la curva 
non possa uè per l'orìgine, nè per gli assi; e che con x in- 
finitesima essendo inGnitesiroa eziandìo l'ordinata, l'asse delle 
ascisse è asintoto di questa curva, come le è asintoto la y 
quando x=oo: laddove i Trattatisti, ai quali intendiamo 
alludere, ci direbbero, che la curva della data equazione 
non soflre affatto discontinuità; che passa per l'origine, e 
che x=*l dà y=l. 

Ciò pertanto basti a provare quanto siano distinti i 
concelti e i resultati, ai quali portano i due melodi qui 
brevemente posti in confronto circa alla questione attuale: 
ed omettendo di trattenermi su queste e simili curve per 
non deviare dal mio argomento, mi sia permesso finalmente 
di concludere qui pure, che il saggio della nostra teoria 
dell'infinito matematico si sostiene con fermezza di fronte 
alle opposizioni avanzategli; e che trionfando di esse, non 
solo ci ha data occasione di riconoscere diverse maniere 
viziose di argomentazione, che si erano introdotte nella 
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scienza nostra, non solo ti ha discoperto diversi erronei 
resulla menti , ma ci ha somministralo facil modo di riparar- 
vi (*), e ci ha di più arricchiti di nuove cognizioni, di nuove 
risorse per un'analisi veramente elementare e profonda. 

Brevi Moderazioni sulla metafisica del Metodo e del Principio 

infinitesimale. 

i 

89. Riconosciuta la fallacia dei processi matematici 
insistenti in qualche modo sullo zero, e quindi rigettati come 
sofistici, poco in vero avremmo guadagnato per questo ri- 
spetto col sostituire in essi l'idea dell'infinitesimo a quella 
del niente, se dovesse accettarsi senza distinzione veruna la 
sentenza del dottissimo ed illustre nostro Filosofo Antonio 
Rosmini, colla quale Egli afferma che in tutte quelle pro- 
posizioni matematiche, nelle quali si fa entrare l'infinito, 
ha luogo un sofisma: perciocché il passar da un metodo 
all'altro non sarebbe in tal caso che un cambio o una per- 
mutazione d'errore. Importa dunque grandemente che ci 
trattenghiamo un poco su questo argomento filosofico, per 
intender bene come stanno le cose in proposito, e ricono- 
scer quindi qual valore debba attribuirsi ad un giudizio co- 
tanto autorevole: ed io mi applico di buon grado ad una 
critica rispettosa della riferita sentenza, perche ciò mi farà 
strada a riflettere alquanto sulla metafìsica dell'analisi in- 

(l)Cosi al ditello «lei Metodo dei coefficienti indeterminati, il <|inl 
Metodo esige successive divisioni per x ed altrettante posizioni di .e._ 0 
(Francoeur, Tom. 4.° par. (il 0 ), ripara l'analisi e il principili infinitesi- 
male; perchè tacendo X—dx, l'ondati su 11' indipendenza dei Coefficienti in- 
cogniti dal valore della x, non ricorre più il concetto e ni radi (torio di 
supporre simultaneamente che .r sia qualche cosa, per poter dividere, e 
che sia nulla, per potere eliminare; perciocché dx avendo una entità si 
presta come divisore, ed essendo infinitesimo opera la eliminazione me- 
diante il suddetto Principi*». 
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fìnitesimale, e perchè son certo che l'anima generosa del 
grande Roveretano, cui professo altissima stima e venera- 
zione, non si sdegnerà di un ardimento, che muove solo da 
sincero amore di verità e di giustizia. 

Or ecco le parole precise, che l'Autore prelodalo pro- 
ferisce su questo tema al Capitolo secondo della Sezione terza 
della sua Logica, trattando della prima causa che può ren- 
der false le premesse del Sillogismo: 

« I sofismi fondali in una cognizione confusa del su- 
bietto hanno luogo in tutte quelle proposizioni matematiche, 
nelle quali si fa entrare l'infinito; p. e. « questa serie con- 
tinuala air infinito è uguale alla tal somma ». Abbiamo ve- 
duto, che una serie prolungata all'infinito che è il subietto 
di quella proposizione contiene un assurdo. Essa dunque può 
servire ad un gran numero di sofismi: p. e. con essa si può 
dimostrare, che si dà in natura la contradizione, argomen- 
tando così: Una serie infinita rimane sempre indeterminata, 
perchè non può finirsi mai, che se finisse non sarebbe più 
infinita. 

« Ma questa serie è uguale ad una quantità determi- 
nata , 

« Dunque « una quantità indeterminata ed una quan- 
tità determinala sono uguali » , il che è una contradizione ». 

scono. 

« Perchè dunque i calcoli matematici, in cui s'usano 
tali proposizioni hanno de' resultamenli veri? — La ragione 
è, che quantunque s'intromettano ne' ragionamenti tali pro- 
posizioni assurde per un certo aiuto che prestano alla men- 
te, tuttavia esse non passano e non influiscono nel calcolo, 
come dee dimostrare la Filosofia delle Matematiche ». 
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00. )n questo discorso si contengono varie proposizioni, 
che alla Filosofia della nostra scienza interessa di esaminare 

* 

accuratamente. 

La prima è quella già riferita al principio del piece- 
dente paragrafo; e dico che presa in senso assoluto, o nella 
estensione universale, in cui è lì posta dal Chiarissimo Scrit- 
tore, non può ammettersi per buona. Infatti, convenendo 
Egli che il concetto generale dell'infinito matematico, o della 
quantità infinita, non è assurdo, e che soltanto offre un su- 
bietto conosciuto confusamente, siccome fu da noi avver- 
tito (12); bisognerà che convenga esser vera, e quindi non 
sofìstica , questa proposizione: Una quantità infinita è mag- 
giore di qualsivoglia quantità finita. Ma questo discorso co- 
stituisce una proposizione, perchè e un giudizio espresso con 
vocaboli (*); e per altra parte vi ha Y idealità richiesta tra il 
subietto e il predicalo (*), perchè è una identità imperfetta con- 
comitante alla forma del subietto, predicandosi di questo (quan- 
tità infinita) una relazione essenziale (maggiore di qualsivoglia 
quantità finita) d'immediata evidenza! 3 ): dunque l'espresso 
giudizio è vero (*), quantunque c'entri l'infinito; e per con- 
seguenza è falso che tulle le proposizioni matematiche, nelle 
quali si fa entrare l'infinito, siano sofistiche. 

91. La seconda proposizione da considerarsi attentamen- 
te, è questa: Una serie prolungata all' infinito contiene un 
assurdo. 

Il valentissimo Autore prova questa proposizione in tal 
guisa: 

« I matematici pongono la proposizione: « La serie 
l-t-;-+-}-4-;-4-ec. proseguita all'infinito è uguale al nume- 

(I) Rosmini. Logic», Libro 2.° Gip. 6.° par. 37*. 
[%) Idem. Ivi, Cip. 8."» par. 402. 

(3) Id. Ivi, Gip. 9.° par. 405, 407. 2 • 

(4) Id. Ivi, Cip. 8.° par. 402. 
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ro 2 ». Quesla proposizione è ella vera o falsa ? Conviene 
verificare T identità tra il suhiello «questa serie proseguila 
all' infinito », e il predicato « il numero 2 ». Ma affinchè si 
potesse fare questo confronto sarebbe necessario avere espli- 
citamente davanti tutta la serie proseguita all'infinito. Ora 
una tal serie infinita non solo non può spiegarsi davanti alla 
mente dell'uomo, ma è impossibile ed assurda, perchè o si 
cessa, quando che sia, d'aggiunger termini alla serie, e in 
tal caso non si produce all'infinito; o si continua, e fino a 
che si continua non è infinita*: dunque la serie esplicata al- 
l'infinito è un concetto che implica una vera contradizione. 
Lo stesso si prova più direttamente in questa maniera: « il 
numero de' termini o è determinato, o indeterminato: se è 
indeterminato, non si sa qua! sia, e però non si può averlo 
esplicalo in atto: se è determinato, è finito: dunque un nu- 
mero di termini infinito ripugna ». Dovendosi paragonare 
il predicato ed il subietto per conoscere se sono identici o 
no, e quindi se il giudizio e vero o no, c'incontriamo in un 
predicalo semplice da confrontarsi con un subietto che in- 
volge con tradizione: il giudizio dunque è apparente e solo 
opinabile, ma in sè slesso assurdo. All'incontro è evidente- 
mente vero quest'altro: « La serie l-h}-4-*f-4-|-hec. aggiun- 
gendo sempre nuovi termini, si può avvicinare tanto al nu- 
mero 2, che la differenza sia minore di qualunque data 
quantità per minima che stai 1 ) ». 

Lasciando da parte il giudizio, con cui viene terminata 
quesla dimoslrazione, perchè la verità di esso è ben lontana 
dai dichiarare falsa la proposizione che qui si vuole impu- 
gnare, e solo di passaggio osservando che per serie prose- 
guita uWinfinUo i matematici intendono che la serie non si 
supponga limitata ad un numero finito di termini; dico pri- 
lli Rosmini. Logici, Libro 2." Cap. 16», Articolo 8.*, par. 472 
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interamente che i due dilemmi, su' quali in sostanza appog- 
giasi la predicata assurdità di una serie protratta all'infinito, 
non pare che tornino e che concludano, qualora s' intenda 
restarci nella regione puramente matematica, o nell'ordine 
della realità soggettiva, siccome è dovere. — Infatti, la prima 
proposizione disgiuntiva del primo dilemma, la quale dice: 
« o si cessa, quando che sia, d'aggiunger termini alla se- 
rie, e in tal caso non si produce all'infinito », suppone evi- 
dentemente che questa cessazione abbia luogo in un tempo 
Anito dopo il principio della formazione della serie in di- 
scorso: dunque se affermo che questa serie conseguirà un 
numero infinito di termini (furante un tempo infinito, o che 
si cesserà di aggiunger termini quando ne abbia conseguila 
una infinità, quella proposizione resta affatto inefficace in 
ordine all'attuale suo scopa Se non si avesse l'idea di un 
tempo inOnilo, o fosse assurdo il concetto di una esistenza 
perenne o continua e senza fine, quel discorso dell'Autore 
venerassimo tornerebbe; ma essendo reale e razionale quel 
concetto, e di più avendo esso nell'immortalità dell'anima 
umana una realtà oggettiva corrispondente, la verità del giu- 
dizio i In un tempo infinito una serie può esser proseguita 
infinitamente » è d'immediata evidenza. 

92. Parrebbe però che a questo discorso potesse re- 
plicarsi in tal guisa: Poiché il tempo infinito è quello che 
non finisce mai, e la vostra serie va, per così dire, di pari 
passo con esso, ne consegue che neppur questa finirà, e che 
quindi non potrà giammai ottenere la supposta infinità di 
termini. Dunque siamo nel concetto della seconda proposi- 
zione disgiuntiva, e ricadiamo nella solila conseguenza, che 
un numero infinito di termini è impossibile, e perciò ripu- 
gnante, o assurdo. Ma io soggiungo: appunto perchè la mia 
serie non avrà mai fine, è infinita in ordine al numero dei 
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suoi termini, come è infinito il tempri, di rui si parla, ap- 
punto perchè non finisce. — E in vero, cosa intendiamo 
nella scienza nostra col predicato o colla parola infinito? 
Noi ne abbiamo data a suo luogo (14) la definizione, la quale 
può anche semplicizzarsi enunciandola in questa guisa, che 
richiama precisamente alla significazione propria, data a 
quel vocabolo nel nostro italico idioma : Infinito è ciò che è 
senza fine* ovvero è ciò che non ha fine o termine o limite, 
ovvero è ciò che non finisce; e ognuna di queste espressioni 
non è evidentemente che un modo diverso di esprimere la 
medesima idea. Dunque, se infinito è ciò che non ha fine, 
la nostra serie è infinita, perchè in virtù della legge che 
la informa non può aver limite alcuno. E per altra parte, 
cos'è quella infinità di termini che, giusta la conclusione 
della fatta obiezione e dell'egregio Filosofo, la serie non 
potrà giammai conseguire? Se è un numero veramente in- 
finito, bisognerà che la sua quiddità matematica sia senza 
misura o senza fine: e allora dicendo elio la serie riferita 
non può avere un numero infinito di termini, diciamo: ciò 
che ha un numero di termini che non finisce, non può avere 
un numero di termini senza fine; lo che è davvero una 
conlradizione. Se poi per quella quantità infinita, cui non 
possono pervenire i termini della serie in discorso, inten- 
diamo un numero che già possegga un valore infinito, qua- 
siché il numero dei termini della serie medesima sia un 
infinito in formazione; con questo concetto caderemmo nel- 
l'errore grave di giudicare, che per formar l'infinito ci sia 
bisogno di una somma di termini effettivamente sviluppata; 
mentre è chiaro, che l'infinito è generato, è costituito, è 
formalo subilo che nella relativa quantità si suppone e si 
ammette una legge, per la quale quella quantità non è più 
capace di confine veruno. La proposizione dunque « la nota 
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serie non può pervenire all' in fi ni io » è vera non nel senso 
che ne resti al di sotto, ma in quello che in realtà non si 
perviene ove già pervenimmo ed ove già siamo; lo clic dà 
una conclusione opposta a quella del nostro Logico insigne. 
Oltre di rhe si può domandare: quel numero che già pos- 
siede un valore infinito, e col quale paragoniamo la nostra 
serie, com'è pervenuto al possesso di una infinita entità? 
Se è per addizione infinita, e perchè negare che per addi- 

* 

zione infinita avvenga altrettanto circa ai termini della se- 
rie nostra? Se è per una semplice intuizione, per un puro 
e grandioso alto di sintesi del nostro spirito, in cui è l'im- 
magine dell'Onnipotenza de! Creatore Infinito, quesl' atto 
non manca pel caso della scric in parola; perciocché viene 
esso a formarsi quando diciamo « una serie dì termini senza 
fine è infinita, e una serie infinita rispetto al numero dei 
suoi termini ha un numero di termini infinito »; e così di- 
cendo, definiamo e concludiamo immediatamente dalla de- 
finizione; e definendo, componiamo un gran tutto, un tutto 
di valore infinito, un vero tutto numerico: ad ogni modo 
adunque l'asserita' assurdità per rapporto ad un numero 
infinito di termini non si verifica, qualora non si affermi 
che assurdo è il concetto generale di una quantità infinita ; 
afférmazione per altro che nessun Filosofo di vaglia im- 
prenderebbe a sostenere. 

In poche parole, quel primo dilemma, intorno a cui 
ragioniamo, non conclude per difetto nella definizione o nella 
nozione dell'infinito matematico, e per mancanza dell'idea 
dell'infinito rispetto al tempo. Ponendo in calcolo questa 
idea, il dilemma si rivolge: imperocché può dirsi: o si sup- 
pone di cessare di aggiunger termini alla nostra serie dopo 
un tempo infinito, ed essa ( durante quel tempo infinito) ot- 
terrà ncressa riamen le uno sviluppo infinito, e quindi un nu- 
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mero infinito di termini; o si suppone che si continui in- 
finitamente, cioè per un tempo che non ha fine, e allora 
questa serie sarà senza limili, e perciò infinita: in ambe- 
due i casi adunque la nostra serie avrà un numero di ter- 
mini infinito. 

93. Quanto poi al secondo dilemma, che all'onoran- 
dissimo Si?. Rosmini sembra provare più direttamente la 
falsila di questa conclusione, pare a me che non si trovi 
in miglior condizione del primo; perciocché, se prescinde 
dall'idea di tempo, introduce quelle della quantità detèrmi- 
nata e della quantità indeterminata, che sono molto distinte 
dalle altre del finito e dell'infinito, siccome esige ed im- 
porla la proprietà della nostra lingua, e siccome anche si 
ritiene nella rigorosa significazione matematica (73). Quindi 
o l'Autore prestanlissimo intende colle parole determinato e 
indeterminato qualche cosa di diverso da ciò che esprimono i 
vocaboli finito ed infinito, e allora siamo fuori di questione, 
perchè questa verte intorno al concetto dell' infinito e non 
inlorno a quello dell'indeterminato; o vuole che abbiano un 
senso respetlivamente identico, e in lai caso il dilemma si 
rilorce argomentando così: Il numero de' termini della no- 
stra serie o è finito, o è infurilo, non polendo evidente- 
mente essere nè zero nè infinitesimo: ma finito non è, in 
forza della costituzione della serie medesima; dunque è in- 
finito. — Dunque i due dilemmi posti in campo per dichia- 
rare assurdo il concetto di un numero infinito di termini, 
o contradiltoria l'idea della prosecuzione di una serie al- 
l'infinito, non valgono all'intento, e resta anzi confermalo 
il contrario, preso con discretezza il significalo della pa- 
rola prosecuzione, accettandola cioè nel senso di continua- 
zione virtuale o formale, e non in quello di un prosegui- 
mento effettivo o quasi direi materiale. 
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94. Non posso inollre convenire coli' encomialo Scrit- 
tore neppure sulla massima che serve di base ai confutati 
dilemmi, e secondo la quale per verificare Y identità richiesta 
tra il subietlo a questa serie proseguita ali* infinito », e il 
predicato « il numero 2 », sarebbe necessario avere espli- 
catamele davanti tutta la serie proseguila air infinito: im- 
perocché questa maniera di verificazione è piuttosto una 
riprova elìcli iva che una dimostrazione formale; e questo 
genere di riprove è impossibile quando si tratta dell'infi- 
nito. Ma cotale impossibilità non dice esser falsa la propo- 
sizione implicante l'infinito medesimo, perche può venire 
dimostrata vera per altra via; e se mai, depone piuttosto 
in favore che in danno circa alla giustezza di quella pro- 
posi/ione. Infatti; supponiamo che la serie in questione sia 
veramente infinita. In tal caso è assolutamente impossibile 
avere esplicatamele davanti tutta questa serie; perchè ciò 
esigerebbe una visione distinta di lutti i suoi elementi, e 
quindi anche del loro totale complesso o del loro composto, 
cioè della quantità infinita o dell'infinito matematico, il quale 
per conseguenza non offrirebbe altrimenti un subielto con- 
fuso, ma ne darebbe uno chiaro, preciso e distinto al pari 
dei numeri propriamente detti, ossia finiti; lo che conlra- 
dice all'intimo senso, alla limitazione del nostro intelletto, 
e a quanto ci concede il nostro Autore su questo propo- 
sito (90). Dunque l'impossibilità di effettuare la verificazio- 
ne, che l'Autore istesso vorrebbe, è una conseguenza neces- 
saria della infinità della serie: dunque dalla presenza di 
questo necessario effetto si deve argomentare della presenza 
della causa: dunque la negazione di questa (serie infinita) 
per la esistenza di quello (impossibilità dell'intuito di tulli 
i termini della serie) è una conclusione a rovescio; e l'egua- 
glianza della nostra serie al numero % se non potrà dirsi 
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direttamente e rigorosamente dimostrata con quel metodo, 
che è ineseguibile, neppure dovrà dichiararsi assurda, quan- 
do specialmente V intervento dell'infinito, attestato dal me- 
todo islesso, ce la fa riguardare per lo meno come mollo 
probabile, o come verosimile, stantechè ci porta a vedere 
decomposto quel numero in una infinità di parti digerenti, e 
quindi ci suggerisce agevolmente l'assioma, che un tutto è 
uguale alla somma di tulle le sue parti. — Tuttavia volendo 
erigere in teorema la proposizione: « la serie l+iH-J-f-J-i-ec. 
è uguale al numero 2 », farebbe d'uopo ricorrere ad una 
dimostrazione rigorosa; e poiché la ricerca se una serie 
possa o non possa avere un numero infinito di termini (91) 
ci ha condotto alla questione del valore di questa serie in- 
finita, questione distinta dall'altra, ma intimamente con- 
giunta con essa; procureremo di dare questa dimostrazione, 
e così vedremo quali modi bisogna usare in questi casi per 
riconoscere l'identità richiesta tra il subielto e il predicalo 
in proposizioni della nalura di quella di cui qui si tratta. 

95. Cominceremo pertanto dal rendere generale il pro- 
blema; e a tale effetto richiameremo l'espressione f — = 
l-MH-^M-a^-hec, della quale ci siamo altra volta prc- 
valsi (19): perciocché ponendo x=- — , frazione propria 
e quindi minore dell'unità per qualunque valore finito di m, 
il primo membro ^— ^ corrisponde visibilmente ad tn. Indi 

osserveremo che per quanti milioni di bilioni di secoli si 
voglia supporre continuala rapidamente la serie che costi- 
tuisce il secondo membro, questa non potrà conseguire che 
un numero Anito n di termini; e che la relazione di identità 
fra il primo e il secondo membro della riferita espressione 
verrà data, in un tempo finito quantunque grande si voglia 
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concepire, dalla equazione . — ^l-^-Hc'-hecH-jc^ 1 -*--^ . 

1 — OP Ì—X 

Ora è facile vedere: 

Che il valore di dato dal 2.° membro di que- 
sta equazione, consta di una progressione geometrica finita, 
e di un termine di forma frazionaria: 

a." Che questo termine esprime la differenza tra il va- 
lore del primo membro, o di f — , e il valore della som- 
ma della progressione: 

3.° Che con a» questa differenza scema col crescere 

fìt 

dell'esponente n, e quindi cresce verso - { — la progressione; 

perchè essendo T ^«=^»( 1 - : ^)=m(^)", il primo fattore 

è costante, e il secondo diminuisce coli' aumentare di n, 
comecché potenza di un rotto proprio: 

4 ° Che un numero finito di termini della progressione 
basta a ridurre questa differenza ad esser minore di qualsi- 
voglia quantità data per piccola che sia; perciocché rappre- 
sentandola con -, dovrà aversi ** ^= m(— V=— , d'onde 

P 1— oc \ m / p 

ìì== ~~< valore finito con p finito, che aumentato anche 

di una sola unità verifica la proposizione attuale in virtù 
della precedente: 

».° Che il termine o il resto r^-~ avendo la stessa for- 

«—•X 

ma del primo membro, ed anzi contenendolo implicitamente 
come fattore (!,•), ne consegue che la progressione è capace 
di una infinità di termini; perchè a qualunque punto si 
consideri, è sempre nelle slesse condizioni, nelle quali, ri- 
spetto al numero possibile de' suoi termini, era in principio: 
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«.*> Clie il resto mede>imo dovrà comparire a completar 
l'equazione ogni qual volta si (ronchi o si sospenda la di- 
visione; ma se questa suppongasi contimi ire per quanto con- 
cede l'indole sua, cioè infinitamente, allora il termine 

1 -X 

non potrà aver più luogo, e l'infinità dei termini, che ge- 
nera in progressione, starà identicamente in sua vece, perchè 
è una trasformazione del termine islesso, e perchè un tale 
sviluppo che immediatamente si percepisce come intermi- 
nahile, e perciò come infinito, non consente l'idea di un 
resto nè positivo nè negativo, e quindi non ammette quella 
di una diversità rispello alla espressione generatrice. 

Dunque la progressione l-hx-hx'-t-ec. considerala co- 
me infinita rispetto al numero de' suoi termini, e veramente 

uguale ad , perchè ne contiene tutta l'essenza ; conclu- 
sione a cui pcrverrehbesi ancora osservando, che questa 
progressione non può essere nè maggiore uè minore di : 

e di qui, rammentando che con x=™~ — si ha -m, 

emerge il bel teorema, che: qualunque finita quantità jnw 
esprimersi esattamente fter una serie infinita quanto al numero 
<le' termini; bene inleso ormai che per avere il concetto di 
una tal serie non imporla immaginarsela schierata davanti 
termine per termine, lo che anzi dev'essere impossibile se 
la serie è veramente infinita; ma basla l'idea di una serie 
la quale per qualche nota e certa legge non possa finire. 

96. Ritornando adesso al tema principale (89), devesi 
in terzo luogo osservare il sillogismo, col quale il lodato 
Sig. Rosmini vuol pervenire ad una conlradizione per met- 
tere in evidenza la falsità di un principio. Il sillogismo, 
siccome abbiamo veduto (ivi), è il seguente: <t Una serie 
infinita rimane sempre indeterminata, perchè non può finirsi 
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mai, chè se finisse uon sarebbe più infinita. Ma questa serie 
è uguale ad una quantità determinata: Dunque una quan- 
tità indeterminata ed una quantità determinata sono egua- 
li ». Ora io dico che, prescindendo anche dalla solita con- 
fusione dell' indeterminato coir infinito (93), questo sillogismo 
è sofistico, non perchè sono false le premesse, avendo qui 
sopra stabilito il contrario, ma perchè contiene quattro ter- 
mini. Infatti, nella Maggiore l'idea di indeterminazione è 
relativa al numero dei termini della serie, e non al valore 
di essa, cioè si riferisce ad una forma, e non ad una quid- 
dità matematica; mentre nella illazione viene riferita ad 
una pura entità numerica, dicendovisi quantità indeterminata. 
Dunque il vocabolo indeterminata è preso in due distinte 
significazioni; il sillogismo contiene perciò quattro idee, ed 
è quindi sofistico. — La conseguenza pertanto, che viene 
da quelle premesse, è che una quantità determinata può 
essere espressa da una serie indeterminala rispetto al nu- 
mero de' suoi termini: e levando di mezzo l'intrusa parola, 
indeterminala, il sillogismo, che sulla materia in discorso 
può aver luogo, è il seguente: Una serie infinita in ordine 
alla forma ha un numero infinito di termini: Ma questa 
serie è uguale ad una quantità finita : Dunque una quantità 
finita è data o può esser data per un numero infinito di 
termini; illazione in perfetta coerenza con quello che con- 
cludemmo al termine del precedente paragrafo. 

97. Finalmente portando la critica sullo Scolio, che pure 
abbiamo riferito (89), ci accorgeremo con ogni agevolezza, 
che nemmeno la dottrina in esso racchiusa può ammettersi. 
Infatti, rilenendovisi primieramente che i calcoli in cui si 
usano le proposizioni implicanti V infinito hanno dei resultati 
veri, e dicendo che la ragione è quella che vi si adduce, 
come dee dimostrare la Filosofia delle Matematiche, si dà una 

12 
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prova che non prova niente circa al fa Ito riconosciuto, il 
quale ferisce gravemente la teoria dell'Autore sulla natura 
delle indicale proposizioni: perciocché, se la ragione addotta 
è di per sè stessa evidente, non occorre dimostrazione ve- 
runa: ma se non è evidente, e quindi abbisogna di esser di- 
mostrala, non possiamo ancora stimarla buona, perchè se 
la Filosofia delle Matematiche dee dimostrare la bontà di 
quella tale ragione, vuol dire che non l'ha per anche di- 
mostrata; e non avendola dimostrata, non può accettarsi 
come legittima. Lo Scolio dunque non assegna realmente una 
ragione sicura del fatto matematico avvertito; e quindi 
F istanza o la difficoltà che l'Autore muove a sè slesso, ri- 
mane in tutta la sua forza, non trovandosi di fronle che 
una semplice asserzione. 

Inoltre, senza entrare in discussione se esista o non esi- 
sta in atto la Filosofìa delle Matematiche, non temo affermare 
che essa non potrà giammai dimostrar valida la ragione, 
che in proposilo viene emessa dal mentissimo nostro Filo- 
sofo, perchè quella tal causa assegnata all'effetto sopra enun- 
ciato mi sembra totalmente contraria alla verità — Richia- 
miamola, infatti, e meditiamola un poco. 

Dice l'encomialo Scrittore (89): La ragione, per la quale 
i calcoli matematici, in cui si usano proposizioni implicanti 
l'infinito, hanno de' resultali veri, è che quantunque $' intro- 
mettano ne' ragionamenti tali proposizioni assurde per un certo 
aiuto che prestano alia mente, tuttavia esse non passano e non 
influiscono nel calcolo. 

Ora io dico: \.° o questi ragionamenti, ne' quali s'in- 
tromettono quelle proposizioni, sono lo stesso procedimenlo 
di calcolazione; e in lai caso la falsità di quel discorso ri- 
sulta d'immediata evidenza, perchè viene con esso a pro- 
nunziarsi la contradizione seguente: Le proposizioni che s'in- 
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troducono nel calcolo non passano e non influiscono nel cal- 
colo. — Come non passano e non influiscono nel calcolo se 
già sono in calcolo? — 2.° O per questi ragionamenti deb- 
bono intendersi quelli, che in una questione matematica si 
premettono al calcolo; e allora avendo essi per oggetto di 
ridurre la questione medesima ai minimi termini e di pre- 
parare le basi del calcolo, le proposizioni suddette entrano 
o passano in questo per maniera indiretta : quindi se quelle 
fossero assurde, tali pure dovrebbero essere le conclusioni 
dei ragionamenti astratti; e su queste conclusioni impostan- 
dosi i calcoli, questi non potrebbero essere che erronei. Di 
più, abbiamo veduto (2) che le proposizioni implicanti Fin- 
ii ni lo diminuiscono o tolgono la difficoltà di certi problemi; 
dunque influiscono nel calcolo rendendocelo, non foss'altro, 
più agevole e più breve Così, per non parlare del Cal- 
colo differenziale ove, giusta il nostro metodo, non si hanno 
che relazioni tra quantità infinitesime, e quindi vi è ma- 
nifesta la presenza del concello dell' infinito; allorché sulla 
proposizione: « Un circolo è un poligono regolare di un nu- 
mero infinito di lati infinitamente piccoli » deducemmo (ivi) 
facilissimamente la superficie di questa famosa figura, ciò 
fu in grazia di quella istessa proposizione, la quale permet- 
tendoci di annoverare il circolo tra i poligoni regolari, ci 
ridusse una questione nuova ad un'altra già risoluta; e quin- 
di ebbe sì grande iufluenza sul calcolo, che ce ne dispensò 
quasi affatto. — Ma siccome questo modo di passare e di 
influire è indiretto, e l'Autore può avere inleso una intro- 
missione ed una influenza diretta, non ci dispiaccia risol- 
vere il problema medesimo in altra guisa, affinchè sia data 
la più ampia sodisfazione anche su questo argomento. 

98. Rinunziando adunque ai poligoni regolari ed alla 
ingegnosa quanto elegante soluzione del nostro Torricelli , 
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perchè' neppur questa introduce esplicitamente l'idea del- 
l'infinito ( ! ), ma giovandomi in lutto e per tutto dello spi- 
rito del Metodo de g r Indivisibili o dell'Analisi infinitesimale, 
considererò la superfìcie di un circolo di raggio r come 
composta di una infinità di circonferenze, concentriche tra 
di loro e alla circonferenza data, ossia riguarderò la su- 
perficie in questione come generata da un numero infinito 
di circonferenze descritte col medesimo centro e con i raggi 
r« r — dr, r — 2dr, r— 3dr ec, dr essendo una porzione in- 
finitesima del raggio dato. Ora questa considerazione im- 
porta evidentemente due cose: 1.* che si ammetta e si ri- 
tenga in tutte queste circonferenze una larghezza elemen- 
tare dr, corrispondente alla differenza dei raggi, altrimenti 
l'aggregazione di esse come semplici linee non potrebbe pro- 
durre che una linea, nè quindi nascerebbe il concetto di 
superficie, perciocché supposta rigorosamente zero la quid- 
dità delle nostre circonferenze in ordine alla superficie, la 
loro somma per questo rispetto non sarebbe che una infinita 

(I) De dimensione Parabolae, Solidique Hvperholicì problemala 
duo etc. Evangclistae Torricellii. Florentiac I Gii. Pag. 95. — Equi mi 
sembri opportuno riportare ciò che questo celebre Geometra manifesta 
alla pag. 9i dell'opera citata, in proposito della sua opinione circa al Me- 
todo degl'Indivisibili; perciocché questo Metodo essendo convertito essen- 
zialmente nel Calcolo infinitesimale (9 e 10), vedremo se l' insigne inven- 
tore del Barometro e del Solido iperbolico acuto riguardava come assurde 
le proposizioni implicanti l'infinito. — Ecco le sue parole. 

Quo ad methodum demonslrandi, unicum quidem, et praecipuum 
Theorema duplici conatu ostendemus, et per indi visibìli*, et more Vele- 
rum. Quamquam (ut vera fateamur ) primo inventimi sit per Indivisi- 
bilium Geometriam; qui sane verus est demonslrandi modus scientificus, 
semper directus, et ipsi naturae germanus. Miseret me veteris Geometriae, 
qu ae cum Indi visibilium doctrinam, sire non noveri!, sive non admiserit, 
• irci diiiu-nsionem solidomiu adeo paucats xeritalcs invenit, ut ipsa penu- 
ria infelix ad aetatem nostrum perveneril. Autiquorum eniiu Theoremata 
Circa doctrinam solidorum, quota pars sunt contcmplaliònum, quas mira- 
bilis nostro acxo Civalerius (omissis aliis) instituit, circa tot classcs so- 
lidorum. specie differeulium, inultitiidiue abundantium? 
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ripetizione dello zero, lo che uon darebbe die zero (69): 
2. a clic la somma delle infinite parli eguali, nelle quali sup- 
ponevi decomposto il raggio, renda il raggio medesimo. Così 
se il numero delle circonferenze costituenti la nostra super- 
ficie si rappresenta col noto simbolo oo, sarà ooefr=r. Quin- 
di, chiamata S la superficie che vuole determinarsi, avremo 
facilmente 

(a). . . . S=2r7r.dr-h2(r— dr)* .dr-h2[r— 2dr)n.dr-h 
2(r— Ur):: .dr-4-2(r— Idr);: . dr-hec; 
d'onde, tenendo presente che il numero dei termini del se- 
condo membro di questa equazione è oo, e perciò oo — 1 
quello dei termini oltre al primo, clic oo. dr=r, e che la 
somma di n termini della serie dei numeri naturali è data 

da (5), dedurremo con pari facilità, 

S=2t: { r-4-r — dr-Hr— 2dr-+-r— 3dr-+-r— Adr-hec. } dr 
='2n{ oo r—dr[ t -+-2-f-3-hi-hec.) } dr 

«2*{ (^=^ZÌ) J rfr _2* { ocr-dr^-p) }rfr 
=2t:{ oDr— -4-^}dr«=2-{ oor— |dr 

=2^(*~-H^)dr=^(r . oo dr-+-n/r)=7rr a -+-7rrdr; 

cioè applicando il principio infinitesimale, S=nr* t come dee 
aversi per la superficie di un circolo. — Ed ecco che la 
proposizione « la superficie di un circolo è uguale alla som- 
ma delle infinite circonferenze descritte coi raggi r, r — dt\ 
r— 2dr, ec. ed aventi il medesimo centro », proposizione 
che secondo il nostro Autore è assurda, è passata essenzial- 
mente e direttamente nel calcolo, ed ha influito nel calcolo, 
perchè ce ne ha somministrato uno lutto diverso da quelli, 
che ordinariamente s'istituiscono per risolvere la questione 
propostaci, concorrendo in pari tempo a rendere questo 
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istesso multo semplice e chiaro; lo che contratlice all'asser- 
zione dell'Autore medesimo, intorno alla quale disputiamo. 

99. Che se per avventura mi si obiettasse, i.° che colle 
parole non passano e non influiscono nel calcolo deve inten- 
dersi, che le proposizioni implicanti l'infinito non compari- 
scono e non influiscono nel resultamento del calcolo; e che 
l'applicazione Anale del nolo Principio corregge appunto il 
difetto o l'errore, che nel calcolo è stalo introdotto dall'as- 
surdità delle proposizioni in questione, il perchè vien detto 
che il vizio di queste non passa e non influisce negli ul- 
timi resullamenli: alla prima obiezione risponderei , che an- 
che a concedere l'interpetrazione domandala, non si afferma 
con essa una cosa vera; perciocché ammettendo, come noi 
pure lo abbiamo ammesso e dichiaralo al cominciare di 
quesla Memoria ( 1 ), che il concello dell'infinito, e quindi 
le proposizioni che lo implicano, sia un ausiliario potente 
per la invenzione di rapporti tra le quantità finite, non ne 
consegue che non influisca in ordine al resultato, influendo 
anzi visibilmente siccome mezzo per conseguire un fine ri- 
chiesto. Ma se questo mezzo è assurdo, cioè ripugnante, 
cioè in peggior condizione che se non esistesse, ne deriva 
per necessaria conseguenza che, operando a dovere, o non 
si raggiunga l'intento, o si pervenga ad una conclusione, 
la quale esplicilamente ovvero implicitamente ripugni. 

Quanto alla seconda obiezione, direi esser priva di 
fondamento, ed anche erronea in quanto attribuisce un ef- 
fetto a causa impropria; perciocché abbiamo dimostralo 
nella prima parte di questa Memoria, che la eliminazione 
della quantità finita di faccia all'infinita e della infinitesima 
in confronto della finita in un dato risultamelo, avviene 
per una proprietà inerente al concetto dell'infinito, e tal- 
volta è reclamala dalla necessità di correggere qualche er- 
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rore introdotta nel calcolo ed estraneo affollo alle propo- 
sizioni infinitesimali (59,60,77), siccome accade eziandio 
nell'esempio precedentemente (98) recato. Infatti, quando 
nell'equazione (a) abbiamo inteso che tulle le circonferenze 
fossero moltiplicale per dr, siam venuti a supporre effetti- 
vamente che la superficie del nostro circolo costasse di ret- 
tangoli, mentre la maniera di considerarne la formazione 
o la composizione ci dà necessariamente dei trapczj: im- 
perocché avendo dovuto ammettere nelle nostre elementari 
circonferenze una larghezza elementare dr, ciò importava 
la visione di una superficie infinitesima racchiusa tra due 
circonferenze veramente geometriche, i raggi delle quali dif- 
feriscono di dr, e quindi dovevamo riguardarle come pro- 
porzionalmente differenti; e poiché la Geometria col darci 
le circonferenze in funzione del raggio ce le dà rettificale, 
e di più le noslre sono parallele, comecché equivalenti a 
circonferenze concentriche, l'area da esse compresa è dun- 
que eguale a quella di un trapezio avente i lati paralleli 
respetti va menle eguali alle due circonferenze medesime, e 
distanti di quanto disiano quelle, cioè di dr. Dunque il pri- 
mo termine del secondo membro dell'equazione (a) preci- 
lata, è rigorosamente * nr - t "**( r — rf/ ') t ^ r== , 2r?r . dr — 7idr a ; e 

noi avendo ritenuto il solo termine 2r7r.dr, si è preso di 
più quanto importa il valore di -xdr\ Egualmente è facile 
persuadersi che in lutti i termini della mentovala equazione, 
non escluso l'ultimo (*), abbiamo assunto di soprappiù la 

(1) Mìrabil cosa è, che sebbene sia impossìbile scrivere ed immagi- 
nare singolarmente in un tempo finito lutti i termini del secondo membro 
dell'equazione [a], perchè il loro numero è infinito, ciò non ostante ab- 
biamo perfetta cognizione della forma di qualsivoglia termine di quella 
serie, e cosi anche dell'ultimo, di quello cioè che per l'atto unificatore e 
individuante del nostro spirito compie il numero infinito dei termini 
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stessa quantità infinitesima di second' ordine xdr*: dunque 
siam venuti a modificare il nostro resultato coll'aggiunta di 

«Mia serie medesima. — E cosa ceri» «he col definire l'infinito, in qualche 
modo si limila, e che solo in qualche modo limitandolo si unifica; ma 
predicando infinita questa unità, eliminiamo l'intruso concetto di limi- 
Iasione. Or l'ultimo nostro termine è \isibilmenle 2tt/" — (oc — \)dr)dr 
=Ì7r(r — <xdr-+-dr)dr =27rfr — r-+-dr)dr^$irdr*; mentre quando si consi- 
dera l'ultimo circolino che ha per raggio tir, la superficie infinitesima tra- 
pesifclc si cangia in triangolare, perche non esiste più la circonferenza 
interna minore dell'esterna 2r</r,ma solo il punto matematico, centro del 
circolo dato. Dunque l'ultima superfìcie infinitamente piccola corrisponde 
dr 

a Indr . — =7Tf/r'. e per conseguenza col l'aver preso ìrdr* siam venuti a 

prender qui pure in eccesso la solita quantità itdr*. 

Chi voglia ulteriore schiarimento in ordine alla presente questione 
della superfìcie del circolo, potrà con molta agevolezza conseguirlo condii- 
cendo una normale sulla estremità di un raggio; prendendo su questa 
normale, che sarà tangente al circolo stesso, una porzione uguale alla cir- 
conferenza data, per modo che metà sia da una parte e metà dall'altra ri- 
spetto al punto tangenziale; riunendo per mezzo di due rette il centro del 
circolo colle estremità della tangente cos'i determinata, e in tal guisa for- 
mando un triangolo isoscele; tirando delle rette parallele ad essa ad in- 
tervalli tanto piccoli quanto ci piaccia; osservando che ognuna di queste 
parallele, limitate ai lati eguali del costrutto triangolo, è uguale alla cir- 
conferenza avente per raggio la porzione del raggio normale r che resta 
compresa tra il centro e il punto d'incontro colla parallela respeltiva; e 
considerando in fine che ciascuna superficie trapeziale uguaglia quella che 
rimane determinata tra le circonferenze rappresentate 'dalle basi dei re- 
spetlivi trapezj. Imperocché per questa semplice costruzione e per le ac- 
cennate considerazioni apparirà manifesto: 

t."Che la superficie parziale 0 elementare la più remota dalla tan- 
gente al cerchio dato, è un triangolo avente per base una retta eguale alla 
circonferenza descritta colla distanza di essa base dal centro: 

-.° Che quando questa distanza è la minima possibile, cioè infinite- 
sima, tale sarà pure la circonferenza con essa descritta, e quindi infinite- 
simo sarà il triangolo estremo, il quale perciò non potrà ulteriormente 
scomporsi in trapezj : 

3.° Che Io spazio compreso tra due delle nostre parallele e porzione 
dei lati del triangolo maggiore avendo sempre rappresentato quella parte 
del nostro circolo, che restava compresa tra le circonferenze equivalenti 
alle parallele medesime, la legge di continuità ci porta a concludere che 
questa proprietà sussista anche nel caso, in cui una di queste parallele 
per la successiva ed eccessiva diminuzione si sia ridotta ad un punto > era- 
mente unico, qual è il centro del dato circolo; 
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ndr* infinite volle, e perciò il resultalo medesimo doveva 
contenere il termine assolutamente estraneo od . xdr**=rsdr, 
siccome è di fatto avvenuto (98); lo che prova fino all'ul- 
tima evidenza, che l'applicazione del Principio infinitesimale 
ha corretto il calcolo e non la proposizione implicante l'in- 
finito, la quale per conseguenza è vera, e non sofistica, 
perchè muovendo da essa e ragionando bene, si giunge ad 
una formula notoriamente esalta e sicura. 

Dunque la dottrina dell'esimio Sig. Rosmini sull'infinito 
matematico non può accettarsi, e quindi non pregiudica in 
verun modo alla nostra. 

100. Questo dottissimo Ecclesiastico, questo celebre Fi- 
losofo dell'epoca nostra avendo trattalo per incidenza del- 
l'argomento or discusso, ed essendosi per avventura affidalo 
alla opinione dei Matematici moderni circa alla questione 
dell'infinito, probabilmente non ha portato su questo punto 
la solila sua finezza e la potenza della sua riflessione. Io 
sono persuaso che se Egli avesse meditato convenientemente 
sul metodo infinitesimale, che fa uso di proposizioni im- 
plicanti l'infinito, non lo avrebbe dichiarato (come impli- 
citamente ha fatto) un procedimento sofistico; ma col Ca- 
valieri, col Torricelli e con altri uomini insigni lo avrebbe 
riguardalo siccome il vero modo scenlifico di dimostrare, 
sempre diretto, sempre coerente a se stesso, sempre po- 
lente e spedito nei casi più gravi, complicali ed astrusi, 
ed alla natura delle cose, cui si applica, sempre intima- 

4.° Che per conseguenza la superficie del triangolo in finitesi mo, nel 
quale si converte l'ultimo trapezio, eguaglierà quella «lei circolo d'infini- 
tesimo raggio: 

< 5.° Che finalmente la superfìcie del circolo dato equivalendo alla 

somma di lulte le aree risultanti tra la base tangente e il centro, sarà 
eguale alla superficie del massimo triangolo, cioè a ìrn . J r^Trr 1 ; risultato 
netto e preciso, che anco per questa via dipende dal muretto dell'infinita. 
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mente congiunto. — K bene a ragione queste proprietà ad 
un tale sistema convengono ; perciocché è in matematica 
l'analisi infinitesimale ciò che in meccanica la Leva, ciò che 
la Chimica nelle scienze fisiche e tecnologiche. La virtù es- 
senziale di questa Analisi sta in falli ncll'agevolare grande- 
mente l'intuizione dei rapporti delle quantità in questioni 
di qualche elevatezza, portandole (per così dire) ad un li- 
vello più basso, ed in tal guisa rendendole accessibili alle 
forze ordinarie della scienza del calcolo (2). Il concetto 
dell' influito, sia che in qualche modo riferiscasi ad esube- 
ranza di entità matematica, sia che venga applicalo ad 
estrema parvità in ordine ad entità del genere istesso, con- 
duce dolcemente, cioè con legge di continuità, a rimuovere 
e ad attenuare con bella gradazione gli ostacoli e le diffi- 
coltà, che certi problemi di lor natura e a primo incontro 
presentano; risolve le quanlità ne' loro primi elementi; ci 
offre agevol mezzo di conoscerne le inlime e fondamentali 
relazioni; e dalla conoscenza di questi elementari e radicali 
rapporti ci solleva con tutta spontaneità e sicurezza alla 
limpida visione di quelli che esistono Ira i respettivi com- 
posti. Così nel problema ultimamente trattalo si veggono 
verificale quesle grandi risorse dell'Analisi nostra; nè senza 
l'idea dell'infinito avremmo poluto discuoprire direttamente 
l'espressione algebrica della superficie del circolo, non che 
la ragione suprema ed intrinseca , per cui è e dev' essere 
rappresentata da quella tale espressione, e non da altra. 
Imperocché, se la scomposizione di questa superficie si fosse 
fatta per trapezj (99) di altezza finita, avremmo avuto di 
residuo un circolo di raggio finito, il quale porgendo le 
stesse difficoltà del circolo dato, non si sarebbe potuto ri- 
conoscere che la legge di eguaglianza tra l'area dei trapezj 
e quella delle respeltive zone circolari si estendeva al di là 
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di qualunque minimo valore assegnabile, die ai lati paral- 
leli dei Irapezj medesimi volesse concedersi: ma introdotto 
nel calcolo il concello dell'infinito, ci ha mostralo subito che 
quella legge era continua e perfetta , che scendeva cioè fino 
ai trapezj di base infinitesima, e quindi fino al punto . il 
quale può riguardarsi come il minimo infinitesimo relativo 
allo spazio; ed inoltre ci ha fatto chiaramente vedere che 
la formula nr\ somministrata per la superficie in questione, 
era una conseguenza naturale e necessaria della costituzion»* 
o della forma della superficie medesima; mentre i melodi 
o dei limiti o della riduzione all'assurdo, dei quali facciamo 
ordinariamente uso per quel teorema, non fanno (a conceder 
mollo ) che costringere il nostro intelletto, con degli argo- 
menti indiretli ed estrinseci, ad ammettere che la espressio- 
ne 7rr a rappresenti veramenle la superficie del circolo. A 
dir breve il Metodo infinitesimale ci porta a conoscere le 
cose matemaliche per mezzo della cognizione della loro for- 
male, essenziale ed elementare struttura : date essendo que- 
ste cose, le riguarda come un effetto; e nella causa, onde 
nascono, cerca la ragione e la legge della loro esistenza e del 
modo di loro esistenza: ne esamina la maniera di vera ini- 
ziale generazione e di successiva o di simultanea formazio- 
ne: le decompone completamente per farci vedere come son 
fatte; e dalla semplice ricomposizione emerge naturalmente 
la perfetta conoscenza fondamentale delle medesime. Il no- 
stro Metodo è dunque eminentemente logico, squisitamente 
scentifico e massimamente efficace, perchè dal nolo estrin- 
seco procede alla investigazione di ciò che è intrinseco ed 
essenziale alla cosa; profìlla dell'idea dell' infinito, che per 
natura sua e della sua derivazione non può essere che f<»- 
condissima; e per raggiunger l'intento della cognizione la 
più estesa e profonda si vale esplicitamente, direttamente 
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e giudiziosamente delle facoltà d'Analisi e di Sintesi, che 
sono come due potenti braccia concesse al nostro spirilo per 
le sue intellettuali operazioni. 

101. E quanto alla verità e quindi alla bontà del Prin- 
cipio infinitesimale, che è sì gran parte di quel Metodo, 
spero che poche riflessioni basteranno per metterla in piena 
luce ed in tutta evidenza. Fermiamoci dunque un momento 
su questo tema , che bene è degno di uno sguardo speciale 
del filosofo matematico. 

Due sono le maniere di conoscere la verità in genere; 
una che convince, ed una che persuade; una cioè che ob- 
bliga l'intelletto dell'uomo a ritenere fermamente che una 
tal cosa e in un dato modo per ragioni alquanto estrin- 
seche, una che fa vedere la ragione intima o la causa per 
cui la cosa è e dev'essere in quel modo per sua natura, e 
non altrimenti; una insomma che attesta sicuramente della 
esistenza della cosa, una che scuopre chiaramente la cosa 
e le ragioni della sua esistenza. La prima può quindi con- 
siderarsi come indiretta, la seconda come diretta. 

Per riguardo alla dimostrazione del Principio infinite- 
simale, noi abbiamo fatto uso della prima maniera. Infatti; 
al principio della prima parte di questa Memoria, allorché 
trattavamo di sottoporre indistintamente ai calcoli algebrici 
e alle operazioni matematiche le quantità finite, infinite e 
infinitesime, sospettammo prudentemente che le regole or- 
dinarie dovessero subire qualche modificazione, temendo che 
la introduzione di nuove e sì distinte idee, rispetto a quelle 
che sì riferiscono a concetti di finite quantità, potesse o 
dovesse quelle regole istesse in qualche modo perturba- 
re (13): indi esaminando in che potesse consistere questa 
modificazione, e pervenendo per via di elementare processo 
di calcolo al singolare rapporto oe^:ti=:a> (19. 21 e 22.), 
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l'unico che discordasse colle noie leggi della matematica 
del finito, e che positivamente ci diceva doversi in un re- 
sultato considerare come nulla la quantità finita in com- 
parazione di sintesi e di analisi colla infinita, venimmo in 
tal guisa a conoscere indirettamente questa mirabile e re- 
lativa proprietà nella sintesi e nell'analisi di quantità spet- 
tanti ad ordini così essenzialmente distinti, e risultanti in- 
sieme al termine di una data questione. — Vediamo adesso 
di scuoprire direttamente questa proprietà importantissima. 

102. Ciò che ci fa riguardare come alterata essenzial- 
mente la quantità finita quando vi si aggiunge o vi si to- 
glie una quantità omogenea e pur finita, è l'idea precisa 
della completa limitazione di essa; perciocché abbraccian- 
done col nostro intuito per ogni verso i confini, non pos- 
siamo a meno di veder questi dilatarsi o restringersi per 
l'aggiunta o per la sottrazione di quantità della stessa specie, 
di cui eziandio percepiamo i limili distintamente. Ma quando 
per via di sintesi o di analisi applichiamo una quantità finita 
ad una d'infinito valore, siamo in un caso ben diverso; 
perchè la quantità influita essendo quella che non finisce, o 
che non ha limite, se possiamo vederne il principio o l'ori- 
gine, è impossibile vederne il fine per la potissima ragione 
che esso non esiste. Dunque per questo atto di sintesi o di 
analisi è ugualmente impossibile veder rimosso o avvicinato 
un confine che non ha esistenza; e quindi per l'aggiunta o 
per la sottrazione di quantità finita all'infinita non può na- 
scer l' idea o la visione, che ha luogo riferendo cotale ope- 
razione a quantità finita. Allorché dunque diciamo che la 
quantità infinita resta essenzialmente alterata per l'addi- 
zione ovvero per la sottrazione di quantità finita, cadiamo 
nella contradizione di supporre implicitamente finito ciò che 
esplicitamente concediamo influito, oppure argomentiamo 
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falsamente che le relazioni, le quali sono proprie dell'una 
specie di quantità, spellino anche all'altra, omettendo di 
valutare convenientemente che il finito ha limiti per ogni 
verso, e che Y infinito ne è privo per qualche rispetto, e così 
trascurando questa immensa differenza in un giudizio, in 
cui essa è sommamente interessata. — Ma tentiamo di ap- 
profondire anche meglio questa sublime quanto semplice 
dottrina. 

103. L'infinito matematico, consideralo tanto nella 
quantità generale, quanto nella speciale, ci si presenta come 
avente un principio e come escludente una fine; il perchè 
diceva adesso che possiamo vederne l'origine, e che per 
qualche rispetto è privo di limile. Se non ci fosse nota 
completamente l'origine della quantità, ignoreremmo la ma- 
niera della formazione di questa: ciò ignorando, ci resterebbe 
occulta la legge che informa, costituisce e individua nella 
sua specie la quantità medesima; e non potendo discernere 
questa legge, saremmo nell'impossibilità di pronunziare se 
la quantità islessa è finita o infinita. Per altra parte è in- 
fallibile che affinchè possa riguardarsi una quantità come 
infinita, bisogna percepire chiaramente che, in virtù della 
sua inlima costituzione, essa non debba aver fine in ordine 
alla moltitudine della sua entità: dunque il concetto dell'in- 
finito matematico include essenzialmente due concetti , che 
sono respetlivamente opposti, quello della presenza di un 
principio, e quello della mancanza di una fine. Ma avere 
un principio è avere un limite per questo lato: dunque la 
quantità infinita in quanto ha principio ha pure un limite 
per qucslo rispetto; e in quanto non ha fine circa alla gran- 
dezza della sua entità non ha limite alcuno per questo 
riguardo. Ma in quanto il nostro infinito ha un limite, può 
esser modificalo o variato in ordine ad esso per l'addizione 
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o per la sottrazione di quantità limitata; perchè quest'atto di 
sintesi e di analisi essendo reale e non illusorio, qua! sarebbe 
aggiungendo o togliendo lo zero, importa necessariamente In 
visione di una specie di spostamento nel principio della quan- 
tità infinita, e cotale visione è una idea eminentemente ra- 
zionale, che per necessità porta seco Tal tra di una variazione 
nello stalo iniziale della quantità istessa. Così, quando diciamo 
la quantità m ripetuta senza fine dà luogo ad una quiddità 
numerica infinita, indichiamo il principio o l'origine dell'infi- 
nito matematico, che vogliamo contemplare, e sottoponiamo 
all'occhio della nostra mente la serie infinita m-t-m-f-m-+-ec: 
e quando aggiungiamo o togliamo ad essa la quantità finita n, 
la sintesi o l'analisi ci porta giustamente ad annettere l'idea 
di diversità al cominciamenlo della serie medesima. Egual- 
mente, se si abbia una retta o una superficie da considerarsi 
come infinita, sì l'nna che l'altra muovono sempre, in que- 
stioni geometriche trattabili, da luoghi noti; i quali vengono 
per conseguenza a spostarsi, e siam condotti perciò a vedere 
il principio della retta e della superficie in altri punti, ogni 
qualvolta si aggiunga o si tolga respettivamenle all'una ed 
all'altra o una retta o una superficie. Ed è meritevole di con- 
siderazione, che con questa variazione vengono anche evi- 
dentemente a variarsi quelle relazioni, che altre linee o altre 
superficie avevano colla retta e colla superficie infinita per 
rispetto alla posizione del loro primitivo principio. Così, a 
cagione di esempio, se si supponesse che la retla KV (Fig.ll) 
dovesse prolungarsi senza fine al di sopra di IK, e se ne 
logliesse la porzione KG, il principio di essa verrebbe tra- 
sferito da K in G, e la retta che da ! andasse alla nuova ' 
origine non sarebbe più normale alla direzione KV siccome 
era prima; lo che costituisce una variazione mollo signi- 
ficante nella relazione di quelle due rcllc. 
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104. In quanto poi l'influito è privo di limite, e ciò tia 
luogo per rispetto alla sua quiddità, non può essere alteralo 
per addizione o sottrazione di quantità finita; perchè per ve- 
dere e quindi per affermare un 1 alterazione essenziale, fa- 
rebbe d'uopo vedere un limite di arrivo dal quale valutare 
l'insieme della nostra quantità; e questo limile non esistendo, 
non può per conseguenza vedersi. 11 concetto dell'aumento o 
della diminuzione di una quantità è un concetto relativo, 
e include quindi per necessità l'idea del termine di rela- 
zione, il qual termine è il limile della quantità, opposto a 
quello cui si applica il finito modificalore. Dunque se man- 
ciù questo limite opposto, il concetto della variazione della 
quantità in tutta la sua essenza non può realmente sussi- 
stere. — Allineile per la sintesi o per l'analisi di quantità 
finita abbia luogo un aumento ovvero una diminuzione 
nella quantità, cui si riferisce la sintesi o l'analisi, bisogna 
che il limite sul quale si opera venga ad allontanarsi o ad 
avvicinarsi di quantità determinata rispetto a quello che si 
concepisce come opposto: dunque se questo non abbia est- 
slenza, neppure può esistere l'idea di allontanamento o di ap- 
pressamento determinato, essendo assurdo che qualche cosa 
possa farsi più vicina o più remola per una misura data 
relativamente ad uu' altra che non sussiste. L'idea di sposta- 
meìito richiama per necessità quella di un punto fisso, relati- 
vamente al quale si opera questa modificazione: duuque se 
manchi un tal punto di rapporto, conviene che manchi l'idea 
di relativa mutazione, la realtà della quale ha una dipendenza 
necessaria dall'esistenza di quello. — Altro è la realtà dell'atto 
della sintesi e dell'analisi, altro è la realtà della sua efficacia 
in ordine ad un dato eflello. La sintesi e l'analisi sono reali 
quando a qualche cosa si aggiunge o si toglie qualche cosa 
della medesima specie: quindi allorché si applica posili va- 



Digitized by Google 



19.1 

niente o negativamente quantità finita all'infinito in quanto 
avendo esso un principio ha perciò un limite, Vallo dell'ana- 
lisi e della sintesi è razionale e completo. Ma quando si vuol 
passare dal concello di tal somma o sottrazione a quello 
di variazione relalivamenle alla quiddità dell'infinito, per 
vedere e quindi per ammettere questa variazione farebbe di 
mestieri vedere l'altro confine da cui dipende la entità del- 
l' infinito medesimo, perchè ( lo ripeliamo ancora) l'idea 
della variazione di una quantità corrisponde all'idea della 
remozione o dell'avvicinamento dei limiti che ne determi- 
nano il valore: e se nel linguaggio comune prendiamo il 
vocabolo somma come sinonimo di aumento, e quello di 
sottrazione in significalo di scemamenlo, ciò avviene perchè 
generalmente le due operazioni della sintesi e dell'analisi 
producono que'due respettivi effetti; ma non ne segue che 
l' idea delle due operazioni medesime non sia distinta da 
quella di variazione, e che questa non possa in qualche caso 
mancare ad onta della presenza di quella. In poche parole: 
l'aggiunta e la sottrazione di quantità finita modifica o altera 
finitamente la quantilà in quel limite nel quale siffatta ope- 
razione si eseguisce: ma per vedere ed apprezzare se la 
quantità nel suo totale valore ha subito variazione, occorre 
necessariamente valutarla dall'altro limite che ci si presenta 
siccome avente una opposizione col primo; dunque se la 
quantità manchi di quel secondo eslremo confine, qualmente 
ne manca allorché è infinita, non può risentire essenziale 
variazione per dato e fallo di quella operazione particolare. 

105. Finalmente, la ragione suprema per la quale il 
finito non altera la quiddità dell'infinito, è che queste due 
quantità sono di una natura o di un'indole allatto distinta; 
perciocché luna è limitata per ogni verso, come sopra avver- 
tivamo (10*2), e l'altra no. Questa rimarchevolissima diversità 

ir, 
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specifica le costituisce per necessita in un ordine essenzial- 
mente e decisamente diverso: quindi una sintesi o un'analisi 
tra di loro in senso assoluto, cioè nél senso delle respetlive 
quiddità, non può ammettersi in buona logica, perche manca 
r omogeneità indispensabile. Sarebbe lo stesso, per recare un 
paragone, che sommare o sottrarre punti con linee, linee con 
superficie, superficie con solidi: e in quella guisa che simili 
combinazioni possono accettarsi sotto l'aspetto di relative ed 
elementari variazioni, in quanto la linea può considerarsi ge- 
nerata in qualche modo da un punto, la superficie da una 
linea ec, ma non sono da assumersi in significazione asso- 
luta o astratta, quasi che una superfìcie più o meno una 
linea possa dare una superficie diversa, ec; così il finito som- 
mato o sottratto coir infinito può esprimere una variazione 
iniziale o elementare dell'infinito medesimo, ma la sintesi o 
l'analisi risultante non può, per la dichiarata ragione, rap- 
presentare una variazione sostanziale di esso. 

loti. Dunque resta provato per ogni maniera di consi- 
derazioni , che la quantità finita in relazione di sintesi o di 
analisi coHa infinita, non produce veruno effetto sulla es- 
senza di questa; che perciò ove si tratti di computare la 
quiddità dell'espressione risultante da tal sintesi o da tale 
analisi, la quantità finita è come se non esistesse; che questa 
nullità non è relativa all'unità secondo la quale si valuta la 
quantità finita, ma bensì è riferita alla potenza di alterare 
sostanzialmente la quantità infinita, lo che esclude ogni con- 
cetto di conlradizione; che l'espressione »Hrn, con n finita, 
può realmente rappresentare un concetto diverso dal sem- 
plice od allorché dall'idea di valutazione essenziale si passi 
a quella di variazione iniziale o elementare, all'idea cioè di 
quella variazione che può effettivamente aver luogo nella 
quantità infinita in ordine al principio o all'origine sua: che 
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in fine dalla proporzione identica oo : oo : : m : m , ovvero 
o» :m : : od : m, deducendosi mal emalica meni e che la quan- 
tità infinita lia colla finita la slessa ragione che la finita ha 
coll'infinitesima, il perchè il finito, rispetto a finita unità, è 
un infinito relativamente all'infinitesimo, come l'infinito ma- 
tematico, propriamente detto, è infinito in rapporto al finito; 
le relazioni or dedotte tra questo e quello dovranno esten- 
dersi e verificarsi necessariamente anche nelle comparazioni 
analoghe per sintesi e per analisi della quantità infinitesima 

colla finita Così quando in tfx) cangio x in x+dx mi 

fermo al concello di variazione elementare, ed in tal caso 
ac-^-dx è un concello realmente diverso da quello della x, 
come è diversa l'idea di g[x±4x) da quella di <p(x), variando 
effettivamente le relazioni delle quantità dipendenti dall'on- 
gine di altre allorché questa varia (103): ma quando cerco 

il rapporto tra la variazione elementare subita dalla 

funzione e la variazione della variabile, io domando effetti- 
vamente una quantità numerica, e in tal modo la questione 
è realmente mutata, essendosi trasferita alla valutazione 
della entità della espressione risultante, e quindi può legit- 
timamente usarsi in questa il Principio infinitesimale, supe- 
riormente confermato. 

Ed ecco in queste semplici, logiche e naturali distinzioni 
in ila la filosofia dell' infinito matematico; ecco per questi 
pochi e limpidi concelli, desumi dalle viscere dell'argomento, 
rimosso (per quanto mi sembra) quel velo misterioso, che 
faceva apparire il Principio infinitesimale come una contradi- 
zione. Qual maraviglia che un medesimo oggetto consti di 
elementi diversi e contrarj, e che constando di elementi di- 
versi e contrarj offra eziandio proprietà relative diverse e 
contrarie? Non dev'essere anzi precisamente rosi? — Ora io 
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domando: l'olra dirsi nm giustizia che un Metodo della na- 
tura di quello che ho inleso richiamare e difendere, sia un 
metodo sofistico? Se il nostro Filosofo illustre Sig. Rosmini 
avesse avuta occasione di contemplarlo più a lungo e più da 
vicino, lo avrebbe in colale maniera consideralo? Al sistema 
infinitesimale avrebbe mostralo di preferire quello dei limi- 
ti — Con lutto il rispello e con pienezza di persuasione 

■ 

(l) La dottrina qui esposta sull'infinito matematico è frullo esclusivo 

• li-ll.i mia riflessione su quel concetto: quindi nel giusto timore die la po- 
vera mia intelligenza avesse pollilo venir meno di faccia a suhictto cotanto 
delicato e sublime, ho provalo il più allo conforto allorché ho posto mente 

• he tal dottrina coincide in sostanza a maraviglia con quella, che in ordine 
all'idea dell'infinito veniva professata secent'anni fa da uno dei più polenti 
<• celebri Ingegni del mondo, dal grande Aquinate, che dal dottissimo Sig. 
Rosmini è ottimamente appellalo, in sul principio della sna magnifica 
Prefazione alla logica, il sommo degV italiani filosofi. — Slimando jier- 
laulo far cosa utile e graia a chi ami veramente la profondità della scienza 
e l i vera gloria «lei noslro Paese, mi vino deciso di riportare ciò che quel 
divino Intelletto di S. Tommaso scriveva in proposilo nella Terza parie 
dell'ammirabile sua Somma all'articolo terzo della decima questione. Ecco 
dunque le sue parole. 

« Infinitum (sicul in Prima parte dictura est) dupliciter dicitur. Uno 
modo secundum ralionem forni ae. Et sic dicitur infinitum negati ve, sci licei 
id quod est forma vel actus non limitatus per materiam vcl subiectum in 
quo ree i piai ur. Et huiusmodi intinilum, quantum est de se, est maxime 
coguoscibìle, propler perfectionem «ctus, licet non sit coinprehensibile a 
|Milenlia finita crealurac: sic enim dicitur Deus infinilus .... Alio modo 
dicitur intinilum secundum rationem (alias potenliam) materiac: quod 
q ii idem dicitur privative, ex hoc scilicet, quod non ha bel formam quam 
natura est habere: et per hunc roodum dicitur infinitum in annottiate. 
Tale autem infinitum ex sui rat ione est ignotum: quia scilicet est quasi 
materia cimi privalione formae (ut dicitur 3. Ph\. ... Physicorum Aristo- 
trlis) omnis autem cognitio est per formam vel actura. Sic ergo si huius- 
modi infinitum cognosci debeat secundum modum ipsius cogniti, impos- 
sibile est quod cognoscatur: est enim modus ipsius ut accipiatur pars eius 
pfisl partem, ut dicitur in 3.Phy. Et hoc modo verum est, quod eius quan- 
tilatem acci pienti bus, scilicet parte accepta post partem, semper est aliquid 
extra acci[»ere. Seti sicul materialia possunt accipi ab ìntellectu immate- 
rialiter et multa unite: ita infinita possunt accipi ab intcllectu non pei 
modum infiniti, sed quasi finite: ni sic ea quae sunl in seipsis infurila, sint 
in intellcclu rognoseentu furila. 
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lorno a ripelere che non lo credo: e per ciò che concerne al 
merito relativo del sistema nostro e di quello or mentovalo , 
ne giudicheremo tranquillamente dal breve confronto, che 
vado a farne adesso nel chiudere questa memoria. 

Praeterea, Nihil prohibet aliquid esse ìniìnìtum uno modo, quod est 
alio modo finiium: sicut si ima«inemur in quantitalibus superficiem, quac 
sit sccumliim longitudinem infinita, sccnndum lalitudineiu animi finit i 
Sic imitili si essent infiniti homines numero, haberent qnidem infinilalcm 
secundum aliquid, scilicet secundnm malti tadìnem ; secu n d u m tamen emen- 

li:ie ralionem haberent finitalem, co quod omnium essmtia essel limitala 
sub ralione unius speciei. Sed id quoti est simpliciler infinilum secundum 
casentine r.itioncni, est Deus; ut in Prima parie dicium csl. Proprium 
autem obi cri uni intellectus est quod quid est (ut dicitqr 3. de Anim» ) snl 
quod perlinet ratio speciei. 

Praeterea , Quod est infinilum omnibus modis, non polest osse nisi 
unum. Undc et Philosophus dicil in primo de Coe. qnod quia corpus esl 
ad omnem partem dimensionatum; impossibile esl esse plur;i rorpora in- 
finita. Si tamen aliquid esset infinilum uno modo tantum, nibil prohilierot 
esse plora tali» infinita: sicut si intclligercinus plures lineas infinilas se- 
cundum longitudinem, protraclas in aliqua superficie finii» secundnm la- 
ti! udinem. 

Quia igitur infinilum non est subslantia quaedam, sed accidil rebus, 
quae dicuntur infinitae (ut dicitur 3. Phys.) sicut infinilum mulliplicalur 
secundum diversa subiecta, ita necesse est, quod proprielas infiniti muli i- 
plicetur: ita quod conveniat unicuique illorum, secundum illud subie- 
ctura, Esl autem quaedam proprielas infiniti, quod infinito non sii aliquid 
maius. Sic i«;itur si accipiamus imam lineam infinilam, in illa non est 
aliquid maius infinito. Et similiter si accipiamus qnancnnquc aliarum 
linearli in infìnitarum, manifestimi est quod uniusciiitisquc «a ni in parles 
snnt infinilac oporlet erpo quod omnibus illis parlibns infinilis min sii 
aliquid maius in illa linea: (amen in alia linea et in tertia erunl plures 
parles eliam infinilac praeter islas. Et hoc etiam videnius in nnmeris aeci- 
ilere: nani species numerorum parium sunl infinitae, et similiter spccies 
nunierorum iinparium, et tamen numeri pare* et impares sunl plures 
quam pares. Sic igiliir dicendum est, quod infinito simplirilcr quo ad 
«minia, simpliciler nibil esl maius: infinito autem secundum aliquid de- 
terminatimi, min csl maius in ilio ordine: jiolcst tamen acci pi aliquid 
alimi maius extra illuni ordinem. Per hunc i^itur modum infinita snnt 
in potcnlia crcalurae, ci lanim plora sunl in [minili. ■ Dei qnim in pu- 
leirtia rrealnrae. 
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Paragone categorico tra il Metodo in ti ni lo si male e quello dei Limiti, 

e conclusione. 

107. Dopo che l'Analisi degl'infinitamenle piccoli ebbe 
fatto progredire le scienze matematiche in modo quasi pro- 
digioso, parve ad alcuno che i principi di quest'Analisi non 
fossero abbastanza evidenti e sicuri; e siccome si appoggia- 
vano all'idea dell'infinito, si tentò di eliminarla dai fonda- 
menti de'nuovi Calcoli. Il Dalembert, uomo di bell'ingegno, 
interpelrando, conforme gli sembrò più opportuno allo sco- 
po, il concello Newtoniano delle prime ed ultime ragioni, 
credè per avventura (e certo lo credono in generale i se- 
guaci di lui ) che questa eliminazione venisse con molla 
semplicità ad ottenersi considerando il nostro rapporto dif- 
ferenziale '~ l x -=\ come il limite a cui tende incessanle- 

dx 

mente il rapporto della variazione di una funzione alla va- 
riazione della variabile, nell'ipotesi che questa variazione 
prenda continuamente dei valori sempre più piccoli a nostro 
piacere; o in altri termini, riguardando il primo termi- 
ne del secondo membro della nota equazione ( 31. (N) ) 

Ìte)«=A-t-B3aH-C5x 2 -l-ec. come il limile al quale tende il 

secondo membro medesimo, allorché &r converge continua- 
mente a zero: e in tal guisa venendo a sostituire in so- 
stanza l'idea di limile a quella dell'infinito. Ora io dico che 
l'intento di eliminar questa idea non e conseguito dal si- 
stema dei limiti, perchè essa vi è implicita inevitabilmente, 
e in più modi. 

Infatti, dicendoci gli Analisti moderni, che il Limite di 
una quanti la variabile A — a è quella quantità costante A, 
cui la prima può farsi avvicinare in modo da rendere la 
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loro differenza <x minore di qualunque grandezza data, senza 
però che possano giammai diventare rigorosamente egua- 
li (*); questa definizione contiene primieramente l'idea del- 
l'infinito per rispetto al tempo in virtù delle parole senza 
che possano giammai diventare rigorosamente eguali: la con- 
tiene in secondo luogo per rapporto a concetto puramente 
matematico per le parole istesse, le quali importano Videa 
di un'approssimazione infinita tra le due quantità confron- 
tate; e in terzo luogo vi è incluso il concello dell' infinite- 
simo: imperocché ponendo per condizione che l'una quan- 
» tilà possa farsi avvicinare all'altra in modo che la loro dif- 
ferenza sia minore di qualunque grandezza data, senza però 
che avvenga eguaglianza, si viene ad escludere dalla loro 
differenza l'idea dello zero e quella di quantità finita, quale 
è qualunque grandezza data, o assegnabile, siccome dicono 
altri ( 2 ); ma non c'è che V infini lesi mo che non sia zero e 
sia minore di qualsivoglia quantità assegnabile; dunque la 
riferita definizione implica necessariamente l'idea di quanti là 
infinitesima. 

(t) Francoeur. T. I.° C. 2. par. ti 3. 

(2) Tucci, Elementi di Calcolo DifTerenzialc e Integrale, pag. 18. Blan- 
chot, nota (B) alla Geometria di T>e«en«Ire,ec. La traduzione (lolla frase qua- 
lunque grandezza data nell'altra qualunque grandezza assegnabile, è le- 
gittima; perchè il concetto di qualunque grandezza data importa quello 
di qualunque grandezza che può darsi; e se può darsi, è assegnabile; e se 
è assegnabile, è finita. — Del resto il Sig. Tucri , seguendo l'esempio di 
altri, a pag. 20 adotta la parola in/le finitamente parlando del limiti*: ma 
nella nostra lingua la parola indefinitamente significa senza fine, e srnz-r 
definizione* Nel primo significato equi-. ale ad infinitamente; nel seeondo 
toglierebbe il senso comune al discorso in cui è posta; perchè il dire chi- 
li limite di una funzione, rispetto ad una o più delle sue variabili, è il 
valore a cui la funzione può avvicinarsi senza definizione e con lewge di 
continuità, ec. è dire cosa ridicola o nulla. Dunque, perchè non esprimer 
l'idea, che è quella dell'infinito, con vocaliolo proprio, che c'è bel Te 
fatto? — Se indefinitamente volesse intendersi senza limite, la definizio- 
ne sarchile viziosa, perchè* defili irebbe il limite mediante Tidea di limite. 
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Inoltre, il Principio che costituisce il Metodo dei limili 
non può ritenersi con sicurezza senza il Principio infinite- 
simale. Infilili, quel Principio si enuncia generalmente così: 
Se si abbia l'equazione A-f-«=B-f-^ t ove A e B siano quan- 
tità costanti, ed a e /3 variabili e tali che possano divenire 
minori di qualunque grandezza assegnabile, avranno luogo le 
equazioni A=B, ed a=/3; e si prova dicendo, che se A fosse 
uguale a R^£À", la supposta equazione darebbe /3—« — ■ i -À*, 
e allora dovendo rimaner costante la differenza /: — ce, non 
potrebbero /3 ed a divenir minori di A, contro l'ipotesi. 
Ma questa dimostrazione suppone implicitamente che k sia 
quantità assegnabile, o finita, altrimenti non nascerebbe con- 
tradizione: perciocché se io dico che k sarà infinitesima dk 
(e l'idea di quantità infinitamente piccola non possono tac- 
ciarla di assurdità, perchè si è visto che è necessariamente 
implicita nella definizione del Limite), /3 ed a possono essere 
infinitesime, e quindi minori di qualunque grandezza assegna- 
bile, senza che per questo ripugni l'equazione fi — oc —*jj ik; 
perchè se non ripugna che in qualunque stato di grandezza 
di « e di /3 la loro differenza sia cotianiemente zero, neppure 
comparisce assurdo che la differenza medesima sia costan- 
temente un infinitesimo, potendo supporsi (lo ripeto) che « 
e fi siano minori di qualsivoglia quantità assegnabile, e frat- 
tanto dar luogo a differenza infinitesima. Dunque se si vuole 
stabilire come Principio fondamentale certo il teorema enun- 
cialo nell'ipotesi espressa, bisogna ammettere che B^Mr=B, 
e che cc+dk^ a, cioè conviene appoggiarsi al Principio in- 
finitesimale (<). 



(I) Se si dicesse che può modificarsi la condizione relativa ad a c a ,6, 
ponendo che esse dchhano potere assumere un valore infinitesimo più pic- 
colo di un infinitesimo determinato; prima di tutto si amraetterehbe espli- 
citamente il concetto degl'infinitesimi di qualunque online, che il nuovo 
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Dunque il metodo dei limili Don esclude l'idea dell'in- 
finito, e suppone anzi le proprietà relative di questo, che 
formano la base del Sistema che intendevasi proscrivere. 
Dunque in fondo è alla pari col Metodo infinitesimale, e 
cede a questo nella semplicità e nella schiettezza, nascon- 
dendo l'idea che quello professa esplicitamente e francamen- 
te, ed introducendo il concetto di limite, di cui non abbi- 
sogna il metodo nostro. 

108. Considerando adesso i due Metodi sotto l'aspetto 
filosofico, è evidente per le cose ormai note intorno alla 
natura di essi: 

f.° Che l'infinitesimale cerca i rapporti tra le quantità 
mediante la cognizione dei rapporti dei loro elementi; mentre 
quello dei limiti tende al medesimo scopo col mezzo di no- 
zioni estrinseche alle quantità, quali sono i concetti di limilo 
per rispetto alle quantità istesse: 

3.° Che il Metodo infinitesimale determina la natura 
della variazione della variabile in una funzione matematica, 
affermandola o supponendola infinitamente piccola, e quindi 
fissa l'attenzione e dà riposo alfa mente: e il metodo dei li- 
mili dicendo che A è il limite della serie À-r-Box-hC&cM-er. 
allorché prende dei valori successivamente più piccoli e 
converge continuamente a zero, non assegna neppure in ge- 
nere una determinata entità alla variazione; &c deve pas- 
sare per tutte le grandezze senza fermarsi ad alcuna; e così 

Metodo vorrebbe escluso; e poi si entrerebbe in questione se le date quan- 
tità a e $ siano capaci di rispondere a tal condizione: e siccome questa ri 
cerca non potrebbe tentarsi con effetto senza la teoria dell'infinito mate- 
malico, saremmo dunque da capo nella contradizione di voler bandire un 
sistema come poco chiaro ed esalto, introducendone un altroché ha bisogni» 
di quello per cominciare ed assicurare la propria esistenza. Di qui si rende 
manifesto quanto siano in inganno coloro, che credono guarentire la boni:» 
del Metodo infinitesimale col Metodo dei limili. 
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questo Metodo ha un elemento d'incertezza che non si trova 
nell'altro: 

5.- Che il sistema infinitesimale deduce il teorema di 

fondamento, ^^=A t dalla duplice proprietà inerente al 

vero concetto dell' infinito matematico, da quello cioè che in 
quanto ha principio può inizialmente o elementarmente va- 
riare, e in quanto non ha fine è incapace di essenziale va- 
riazione; laddove il Sistema dei limili si vale per lo slesso 
scopo di un procedimento sofìstico, ammettendo esplicita- 
mente il concetto di variazione e sopprimendolo implicita- 
mente (84): 

*.° Che quindi nel primo sistema d?[x) e dx sono va- 
riazioni reali; e nel secondo non sono che apparenti in grazia 
dei simboli dz[x) e dx (accattali dal metodo primo ), coi 
quali vengono respettivamente rappresentali à(?(x) e dx nel 
caso del limite; perchè in realtà l'applicazione di questo con- 
cetto, giusta la sua propria teoria, porla alla espressione 

(83,84) I—AC). 

Dunque il Metodo infinitesimale è di natura sua più 
dirello, più efficace, più deciso, più profondo, più coerente 
e più razionale di quello dei Limiti. 

109. Se in fine si riguardano i due Metodi in ordine 
all'importanza e all'agevolezza della loro applicazione, si 
vedrà e si concederà senza pena che l'infinitesimale ha il 

(I) Il Sig. Tucci (Elementi ce. pag. 20) ilice che l'espressione -J non 

è ila credersi assurda perchè non conduce ad assurdi; ma noi abbia m 
veduto il contrario nella Disquisizione seconda; e poi quando avvenisse 
che adoprandola non s'incontrassero assurdi, affinché potesse menarsi buo- 
na la sentenza del prefato scrittore, bisognerebbe dimostrare che nel giro 

dell'operazione, in cui s'impiega lo ~, non resta compensato errore ve- 
runo che da questa espressione, « svendo assurda, potesse derivare. 
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merito di aver portate le scienze o totalmente o parzial- 
mente matematiche al sommo della loro gloria ; che nelle 
applicazioni analitiche è sempre più diretto, semplice e spe- 
dito di quello dei limiti, il quale sovente esige doppia ope- 
razione per conseguire in diverso aspetto il limite di una 
stessa quantità, e quindi costituire l'equazione finale di rap- 
porto mediante la diversità delle forme ottenute ('); e che 
negli usi e nei bisogni della Fisica matematica il Metodo 
stesso degl' infinitamente piccoli si presta con una facilità, 
con una efficacia, con una limpidezza ammirabile, incom- 
parabile, unica, esclusiva! 

Dunque il Metodo dei limili non esclude l'idea dell'in- 
finito, perchè il Principio che lo costituisce ve la implica 
coir altra dell' infinitesimo e collo stesso Principio infinitesi- 
male; è inferiore al Metodo nostro per pregio intrinseco e 
per estrinseco valore, nè tampoco può vantare d'essere stalo 

(I) Vcggasi Francoeur, Cours complet de Mathématiques purcs, T. 2. 
par. 794. Questo abile Trattatista, per quanto sia forte innamorato dei li- 
miti, rende giustizia all'indicata preminenza del Metodo infinitesimale 
con queste parole (ivi par. 799). « Questo Metodo è prezioso, non solo per 
imprimere i resultamenti nella memoria, ma anco per le speculazioni ana- 
litiche complicate; e importa di non privarsi d'un soccorso cosi potente, 
principalmente considerando che si può sempre rendere al processo il ri- 
gore che gli manca in apparenza ». Se il rigore manca in apparenza al 
Metodo infinitesimale, dunque si conviene che in realtà lo possiede: e al- 
lora, essendo un Metodo realmente rigoroso, un metodo prezioso anco pel- 
le speculazioni analitiche complicate, un metodo che reca un soccorso cosi 
potente, perche posporlo a quello dei limili? O vale quanto questo, e in 
tal caso non può dirsi prezioso, nè merita raccomandazione speciale, ma 
dovrebbe dirsi che adottando o l'uno o l'altro sistema, si fa egualmente be- 
ne: o l'infinitesimale è inferiore a quello dei limiti, e in tale ipotesi va ri- 
gettato, e non applaudito: o infine è superiore, e allora, torno a ripetere, 
perchè non preferirlo? Che forse la superiorità sua si verifica soltanto 
nelle questioni difficili, e poi nelle facili vien meno? Non è anzi questo il 
merito relativo principale del nostro Metodo, d'esser cioè sempre di sua 
natura piii diretto più semplice e risoluto di qualunque altro si sia tentato 
mettergli a fronte? — O dunque . . .? — Benedetta la coerenza ! 
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seguito da ingegni di prim 1 ordino, come può farlo, e in 
ordine a tulli i tempi, la grandiosa dotlrina che al concetto 
dell'infinito si appoggia. — Dov'è dunque la ragione clic 
giustifichi la preferenza del Metodo dei limili rispetto al 
Metodo infinitesimale? Dov'è la predicala lucidezza del primo 
e l'asserito suo rigore in confronto del secondo (')? — E 
perchè mai un lai sistema ha potuto prender vigore e sop- 
piantare in qualche modo quello degl' infinitamente piccoli? 
— Il lettore mi sia cortese un altro poco d'attenzione, e 
con poche parole procurerò rispondere a questa domanda, 
e prender commiato da lui. 

110. La ragione precipua di questo fallo è riposta nel 
difetto generale di profondo studio nella Logica. Mossa giù- 

■ 

fi) Ma, scusate, mi dirà un Limilisla : qual cosa più limpida e chiara 
che a\ erniosi AH-Btfx-+-0?x»-f-ec. con A, B, C ec. non funzioni di <?x, 
A sia il Umile del valore di tutta questa espressione quando $x converga 
continuamente a zero come a suo limite? — Chiarissimo , limpidissimo, 
rispondo io, è questo concetto quando si consideri in astratto l'espressione 
proposta, quando cioè si possa prescindere dalla causa producente l'espres- 
sione medesima: ma questa chiarezza, questa limpidezza mi s'intorbida su- 
bito, se si sta al caso concreto o speciale della nostra questione: perciocché 
noi non abbiamo una semplice funzione di ò\r costituita con quella legge 
particolare e posta in campo a nostro arbitrio, o a caso, come suol dirsi, 
ma abbiamo una serie, che ha origine e dipendenza necessaria dal con- 
cetto di una variazione reale tfx operata in una variabile x, che entra in 
una espressione matematica di una forma qualunque f, abbiamo il valore 
del rapporto tra la variazione <fx e la variazione susseguita nella funzio- 
ne f(x) ; abbiamo in una parola l'equazione -? —=A-+-B^x-t-C<fx , -her., 
che, procedendo a filo di logica, per quel concetto creduto lucidissimo mi 
diventa S-=A, il perchè cadiamo irremissibilmente in un rapporto con- 

traditlorio, come deve avvenire, se si ragiona bene, in virtù del concetto 
contrailittorio che introduciamo nella nostra operazione, allorché riguar- 
diamo <fx convergente a zero, cioè tendente a non esser più una varia- 
zione. — Che se volesse mutarsi idea, e riguardarsi dx come limite infe- 
riore di <fx, non si raggiungerebbe l'intento di conseguire la famosa rc|a 

zione di senza il Principio infinitesimale, siccome ho provato nelle 

mie Memorie «olla Vita e sulle Opere del P. Inghirami i pac 223. 
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sia guerra alle opinioni di Aristotele in ordine alla Fisica; 
per la solila tendenza umana ad eccedere, si spinsero le osti- 
lità oltre ai confini della convenienza e della giustizia, e si 
fece tutto un fascio delle dottrine di quel sottile ed ammi- 
rabile Ingegno. Ripetendo inconsideratamente le declama- 
zioni degli Enciclopedisti contro al linguaggio barbaro e spi- 
noso della Dialettica scolastica, si riguardarono con aria di 
disprezzo le regole sillogistiche ; le distinzioni fondamentali di 
causa e di effetto, di sostanza e di forma, di mezzo e di fine, 
di relativo e di assoluto, di concreto e di astratto, e simili, si 
tacciarono dai cultori e riformatori moderni della Matematica 
colla parolaccia di metafisicume, o col titolo meno ingiurioso 
di sofisticherie, quasiché non dovessero o non potessero aver 
luogo in una scienza puramente ideale e soggettiva, la quale 
perciò si fonda sulle relazioni delle idee! e stimarono di 
rendere un bel servigio alla scienza medesima ed alla uma- 
nità, tentando eliminare per sempre colali distinzioni, vane 
sottigliezze reputandole. — 0 giovani studiosi della nobile 
disciplina, appellata la scienza per antonomasia dai nostri 
padri, non voglio che neppure per ombra vi nasca il so- 
spetto che io, mosso da spirito di partito o da soverchia 
predilezione pel Metodo infinitesimale e per le dottrine colle 
quali ho procurato richiamarlo e sostenerlo, vada calun- 
niando in genere l'età moderna e in specie i nostri maestri 
di calcolo: quindi vi prego ad ascoltare attentamenle una 
sentenza in proposilo da un giudice competentissimo, da uno 
scrillore insigne del giorno, dall'illustre Rosmini, verso di 
cui non potrò certo comparirvi pregiudicato e parziale. 

« Ma la suprema importanza della Logica (Egli dice (*)) 
è riconfermata da un argomento contrario, sulla fine ap- 



I) Rosmini. Preferirne alla l<oftic*, \>au xx, %xu < \xm 
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punto del medio evo. Diverse ragioni, tra le quali il risorgi- 
mento frettoloso, per cause improvvise, degli studj di umane 
lettere, e la falsa riformaci Lutero, poterono quello che 
non avevano potuto i barbari, cioè fare scadere in tulle le 
scuole lo studio della Logica. 

« Gli umanisti rifuggivano inorriditi dagli spineti della 
Dialettica: i protestanti temevano l'Organo d'Aristotele, onde 
niente omisero per iscreditarne lo studio. E nell'uso stesso 
che si facea della Dialettica nelle scuole, s'erano introdotti 
gravi difetti e infiacchita l'alacrità de'maeslri, addormentando 
il pensiero sul comodo guanciale dell'autorità. Quai tempi 
corrisposero a un tale avvenimento? Noi li abbiamo solt' oc- 
chio: il mondo degli spiriti si oscurò e confuse: la società 
perturbata non intese più sè stessa: la grandezza intellettuale 
e morale dell'uomo s'impiccolì, la vanità s'aumentò, la Fi- 
losofia, perduto il suo vigore e ogni sublimità di concetto, 
rimbambì nel sensismo, ed anzi, quasi direi uscita dalle ro- 
taie, si fracassò nel materialismo, nell'utilitarismo, nell'atei- 
smo, nel panteismo, nel comunismo e nel nullismo. Veramente 
l'Europa è inondata di giornali, milioni di pensatori vi hanno 
trasfusa la loro scienza. Poveri pensatori! e quale scienza! 
Non furono così confuse le lingue al tempo di Nembrotle. 
Pure la pretensione non ha limili, come non l'hanno la 
sconnessione, l'incoerenza, la superficialità, le stravaganze, 
gli assurdi. Non è a sperarsi che l'ingegno umano riprenda 
la traccia perduta, e gli uomini ritrovino la concordia con 
osso la verità e la pietà, se lo studio della Logica non ri- 
prenda l'antico vigore 

« La scienza antica della Logica universale era venula 
meno: ma quello che dee ancor più stupire, sono i vanti 
che i novi sapienti si davano d'ignorarla. Si riputava un 
*cgno («rio ed infallibile della superiorità dell'uomo pro- 
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gressivo e filosofo il dare de' morsi rabbioselli in quella Lo- 
gica aristotelica che s'ignorava. Il Condillac in un libro, che 
osò pure d'intitolar Logica, toccando un poco della natura 
del Sillogismo, che è la forma rigorosa e inevitabile d'ogni 
ragionare, soggiunge : Nocs ne faisons accun usage de tout 
cela (*). E il Sig. Lasalle traduttore e annotatore di Platone, 
tratta Aristotele con questi modi, e sono modi comuni agli 
scrittori di quel tempo: En i a issa m de còte le bavaroage 
d'aiustote Col ritìnto del sillogismo, e col dispregio del 
linguaggio rigoroso, qual è quello d'Aristotele, (e il dispregio 
è il surrogato, che i moderni diedero all'autorità!) che cosa 
ne doveva avvenire? L'abolizione della ragione umana, quan- 
do si procedesse di coerenza, e questo frutto si maturò ve- 
ramente in Germania dal Kant all'Hegel. Disarmata dunque 
la mente e privata dell'organo universale del ragionare; si 
videro le più forti intelligenze cadere, e non avvedersene, 
in paralogismi e in contradizioni da fanciulli, tosto che usci- 
vano dalla sfera delle scienze naturali, e basti citare in esem- 
pio un grande calcolatore ( poiché vogliam prendere gli 
esempi dagl'ingegni migliori), il conte di Laplace. Quanto 
non è egli facile il cogliere quest'uomo in fallaci ragiona- 
menti ogniqualvolta abbandona il meccanismo del calcolo? 
la sua Teoria filosofica delle probabilità n' è la prova più 
lampante. 

« È dunque necessario riconoscere il vólo immenso che 
lo scadimento della Logica e della Dialettica lasciò nel 
mondo intellettuale: ed è necessario rinunziare a quella va- 
nità, divenula oggimai ridicola, che versava un dispregio 
insipiente su quella Logica ch'era stata la maestra de' se- 
coli, e l'educatrice degl'ingegni slessi che conlro lei s'abu- 

(I) Ch. Vili. 

(J) ftctifros. I. li. |*. 311, 
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stavano: è necessario che la bilica universale, come scienza, 
riprenda il suo posto e ne rifiorisca lo studio, che le menti 
ricuperino la loro guida, abbandonala la quale l'uomo va 
palpando le tenebre, e finirebbe forse coli' andar carpone ». 

111. Ma oltre a questa ragione essenziale, consistente 
nel difetto generale di severità nel ragionamento, e cbe sola 
basterebbe a spiegare il perchè un secolo fa si cercasse di 
sostituire il Metodo dei limili a quello degl'infinitesimi, e 
a' giorni nostri si vedesse a questo quasi universalmente pre- 
valere; ne abbiamo un'altra, tutta speciale della scienza no- 
stra, ed è la seguente. 

Sviluppala l'Algebra e fallane la felice applicazione alla 
Geometria, l'analisi moderna fu accarezzata e coltivata a pre- 
ferenza della sintesi antica, la quale esigendo maggiore stu- 
dio, maggiore acutezza e profondità di vedute, riparava col 
naturale buon senso e col lungo esercizio di sottili specu- 
lazioni alla deficienza relativa alla Logica: quindi gustate le 
risorse e le grandi comodila del calcolo, ci abbandonammo 
ad esso con piena fiducia, volgemmo il nostro ingegno e le 
cure nostre a moltiplicare gli artificj per arricchirlo e ren- 
derlo più potente; nel modo di esporre le dottrine mate- 
matiche, sì scrivendo che leggendo, mirammo più a con- 
vincere cbe a persuadere; quindi procedemmo per ingiun- 
zioni, per intimazioni, per imperativi; ed omettendo gene- 
ralmente di indicar la ragione di quelle dogmatiche prescri- 
zioni, di quelle particolari costruzioni, di quelle tali o tali 
altre operazioni, componemmo una scienza che quanto al 
modo razionale del suo procedimento, può chiamarsi giu- 
stamente la scienza del fate così! Per tal maniera divenne 
essa a poco a poco materiale e meccanica: si potrebbe dire 
che essa partecipò del disordine del suo a ulore, dell'uomo 
di quest'ultima epoca, nel quale la materia prevalse allo 
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spirito, l'appetito alla ragione, la notizia alla scienza, la 
scienza alla sapienza, il fantasma all'idea, il possesso al di- 
ritto, Tindaslria alla morale. Lo stesso felice divisamente 
di render generali le nostre proposizioni , contribuì all' in- 
ganno; perciocché trascurando, per difetto abituale di Lo- 
gica, le considerazioni di relazione tra le idee, le avver- 
tenze ai dati e ai supposti impliciti non che alle condizioni 
ammesse indirettamente, si confuse il generale coll'univer- 
sale e coir assoluto. Quindi alle nostre formule si dette una 
estensione senza limiti: esse dovevano esser vere in tutti i 
respettivi casi possibili ed opinabili: gl'immaginari non fecero 
più ostacolo veruno, anzi trattaronsi come vere quantità e 
non come assurdi, e perciò s'introdussero nei prodotti, nei 
quozienti, e fin anco nelle potenze: alla stessa ripugnanza 
espressa da -jj- si attribuirono le proprietà inerenti esclu- 
sivamente ai rapporti di reali quiddità, dandoci ad inten- 
dere che quella forma era un simbolo di indeterminazione, 
senza curarci di comprender bene tutta la forza di questa 
frase, e senza accorgerci che in fondo si identificava l'esi- 
stenza col nulla; e alla ingenua Ragione, che rabbrividita 
indietreggiava dinanzi a colali spaventevoli simulacri, cui 
non poteva in alcun modo piegarsi, non vi sbigottite, si disse 
con una semplicità infantile, non retrocedete in faccia agli 
orridi abissi che incontrate sul principio del vostro cam- 
mino; fatevi coraggio; andate avanti, e la fede vi verrà; as- 
sicurandola con questa sentenza, che in Matematica non 
importava altrimenti aver bene inteso le cose fondamentali 
per comprendere perfettamente le parti conseguenti e le 
estreme illazioni, perocché queste erano cosi facili a perce- 
pirsi e così luminose, che avrebbero diradate anche le te- 
nebre delle origini loro, e dato all' insieme uno splendore 

magnifico e consolante! Ma l'ingenua ragione poteva restare 

14 
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appagata di questi discorsi , che io sostanza sodo insulti al 
senso comune? — Io credo piuttosto che essa, considerando 
ancora che i Compilatori si sono occupati di compilare, i 
Calcolatori di calcolare, e i Matematici d' inventare , debba 
essere ormai più che persuasa niente avere di straordinario 
e di mirabile l'attentato commesso contro al Metodo infini- 
lesimale (109), e che perciò non le abbisognino riflessi ul- 
teriori per ispiegare un fatto, che sembrava molto strano 
e incomprensibile. 

112. Dunque, rinnegando l'idea dell'infinito matema- 
tico, ci è avvenuto quello che avviene in Filosofia negando 
o disconoscendo l'Infinito Assoluto; cioè siamo caduti nello 
zero, ossia Dell'infelice sistema, di un miserabile nullismo: 
e come in quella scienza sovrana la temeraria ed empia 
negazione dell'Ente Infinito non fa sì che Egli non sia, e 
che per Lui e con Lui ed in Lui non esistano le cose, parto 
di sua libera creazione, il perchè il nullismo filosofico è una 
mostruosa quanto puerile contradizione; così lo zerismo della 
scienza nostra è inefficace a distruggere e ad eliminare il 
concetto dell'infinito; si fonda sopra un processo contradil- 
lorio; e se vuole comparire meno tristamente, e provarsi 
a far qualche cosa, gli fa d'uopo mettersi all'ombra del- 
l'ala immensa dell'infinito medesimo, e colle vesti di esso 
cuoprire la miseria della propria sua naturai nudità. 

Dunque se si vuole ragionevolmente trattare la parte 
superiore della Matematica, è indispensabile il richiamo del 
Metodo infinitesimale, altrimenti non eviteremo le eccezioni 
fondamentali che ho notate nel breve confronto surriferito, 
nè ci mostreremo tampoco grossolanamente coerenti: per- 
ciocché mentre rigettiamo il Principio infinitesimale per la 
ragione che, non polendosi riguardare come rigorosamente 
nullo l'infinitesimo, neppure può ritenersi per rigorosa la 
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equazione fc±dp=tf; nel decorso delle nostre ricerche am- 
mettiamo francamente che la quantità infinitamente piccola 
sia zero (*). Il Metodo infinitesimale presenta invece la più 
grande semplicità e coerenza sia in tutte le sue applica- 
zioni possibili d'ogni genere (purché fatte con giudizio), sia 
ne' suoi principi — Neil' Analisi sublime abbiamo bisogno 
di queste due cose, del concetto di reale variazione per con- 
seguire un determinalo sviluppo di una funzione, e del con- 
cetto di effettiva e legale eliminazione nel conseguilo svi- 
luppo ad oggetto di ottenere la relazione, che sola è insieme 
e la più semplice e la più efficace. Ora, l'idea dell'infinito 
matematico si presta maravigliosamente, e dirò anche esclu- 
sivamente, a questo duplice scopo: giacché riferendosi essa 
al concetto di quella quantità che ha principio senza aver fine, 
in quanto ha principio può essere in realtà modificata in 
ordine a tutto ciò che con esso ha relazione immediata; e in 
quanto la sua quiddità è infinita, non resta alterata per ad- 
dizione o sottrazione di quantità finita, mancando necessaria- 
mente l'allontanamento o l'avvicinamento degli estremi con- 
fini, dal quale soltanto emerge l'idea di aumento o di dimi- 
nuzione nella totale entità di una cosa matematica. In quesla 
semplicissima e razionale veduta sta la base del Principio e 
del Metodo infinitesimale. Potrebb' essere più limpida e per- 
suasiva? Può starle a fronte con buon successo la visione 
correspettiva nel sistema dei limiti? — Per verità non mi 
sembra; e spero che neppur sembrerà a quegli uomini in- 
telligenti e leali, che in buona fede si faranno a leggere e 
a meditare questo mio breve scritto. 

Vediamo adunque se ci riesce emanciparci da una dot- 
trina così desolante, quale è quella che fa capo allo zero, 
e che desume la sua fecondità dagl' immaginari rapporti del 

(I) Francoeur,T. I, ,*r. 145. 1 Tucci, Elcmeuti ce. pig. lil. i.°e*.° 
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nulla col nulla, senza porgerci per altra parte alcun reale 
vantaggio sulla scienza che si fonda nel concetto dell'infi- 
nito. Persuadiamoci una volta, che il Metodo infinitesimale 
è per le Matematiche ciò che il Sistema copernicano è per 
l'Astronomia — Siccome l'Infinito Assoluto è la Causa Prima 
ed Efficiente di tutto ciò che è buono, bello, grande e su- 
blime, così pare che questo Essere adorabile non permetta 
a noi, sue Immagini, d'imitarlo con qualche magnificenza 
nelle nostre produzioni sia in ordine al vero sia in ordine 
al bene, non solo senza di Lui, ma neppure senza il con- 
cetto dell'infinito, da Lui procedente — Rammentiamoci che 
l'importanza più rilevante della scienza nostra non è costi- 
tuita dalle sue veramente splendide applicazioni alla Fisi- 
ca-Matematica, ma consiste propriamente nella severa e 
gagliarda educazione, che per sua natura largisce all'umano 
intelletto. Ora, qual effetto riusciremo a produrre nelle gio- 
vani menti pascendole di idee piene di incoerenza e di ri- 
pugnanza, ed avvezzandole a tener dietro sommessamente 
alle nostre cattedratiche prescrizioni, senza mai o quasi mai 
ricrearle e fortificarle colla luce della ragione inlima delle 
prescrizioni medesime; senza, cioè, rivelare agli studiosi il 
motivo che nella soluzione di un quesito proposto ci fa pro- 
cedere in quella determinata maniera, e non altrimenti; 
senz'addestrarli a riflettere convenientemente su i dati della 
questione, a paragonarli coli' oggetto supremo di essa, ed a 
valersi giudiziosamente delle risorse di cui già siamo in 
possesso; senza temperare il meccanismo del calcolo con 
quella critica sapiente, che mostra la via migliore e presso 
che unica da seguirsi , e il nesso che collega armonicamente 
le varie parli del lavoro? Io temo che faremo degli allievi 
miserabili assai: temo che invece di allcttare, incoraggire 
e sviluppare gì' ingegni, gli disgusteremo, gli avviliremo, gli 
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imbroglieremo, facendo loro credere indiretlaraenle che per 
la nostra scienza occorra una Logica diversa dalla Logica 
ordinaria, e una qualità d'intelligenza diversa dal senso co- 
mune: temo che invece di raffreddare, si geli; e invece di 
assodare, si pietrifichi: temo che si facciano degli eruditi e 
dei calcolatori, e non dei geometri; che si formino dei pe- 
danti in letteratura, dei sofisti in Filosofia, dei cavillatori 
in Giurisprudenza, dei piccosi in Teologia, dei dubbiosi in 
Morale, degl' indifferenti in Religione, degli uomini gretti e 
meliculosi, poco buoni per sè, ed inutili agli altri. 

Al contrario, abituando i nostri Giovani al concetto 
dell' infinito, richiamandoli all'uso di tutta la severità della 
Logica, e informandoli al sapiente metodo che pone in equi- 
librio la parte materiale con la parte spirituale della scien- 
za, amplieremo ed assottiglieremo le loro menti, imprime- 
remo nell'anima loro un moto rapido e regolare, le infon- 
deremo vigore novello per cui si slancerà liberamente, ge- 
nerosamente e saviamente verso tutto ciò che riflette un 
raggio di verità, di giustizia, di santità, e si eleverà fino 
alla contemplazione ed all'amore dell'Ente Supremo, asso- 
lutamente Infinito (»). — Su dunque, o miei Colleghi nella 

(i) Per utile ammaestramento dei giovani studiosi, e in conferma 
della proposiiionc ora espressa.ini piace riportare la dedica che il cele- 
bre P. Grandi faceva della sua Opera: De infiniti* inftnitorum, et infinite 
parvorum ordinibus etc. Tal dedica è cos'i concepita. 

« Deo veritatis, — Luminum Patri, — Scientiarum Domino, — 
Geometriae Praesidi, — ■ Bonorum omnium largitori — Aeterno, Im- 
menso. Immortali, — Omnipotenti, — • Ineffabili, — I n co mprehensi bi- 
li, — Incomparabili, — Universorurn — Architecto, Conditori, Conser- 
vatori — Beneficentissimo, — In aeternum, et ultra Regnanti, — Qui 
est — Super omnia, infra omnia, circum omnia, — Intra omnia, extra 
omnia, — • In omnibus. — Ubique praesenti, sed inaccessibili, — Per 
cuncta diffuso, sed indivisibili, — Omnia moventi, sed immobili, — Pri- 
mo, et Ultimo — Rerum omnium Principio, et Fini, — In minimis 
maximo, in maximis summo, — Circnlo universitatis — Interminato, — 
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veneranda missione dell'insegna mento matematico; desistia- 
mo ornai dalla servile deferenza prestata per un secolo in- 
tero alle dottrine enciclopediche, o dalla Enciclopedia proce- 
denti: siamo finalmente ragionevoli, e non razionalisti! — 
Qui si tratta in sostanza di riprendere, di continuare e di 
perfezionare quella scienza, della quale o direttamente o in- 
direttamente, o più o meno estesamente si valsero gli Ari- 
stoteli, i Platoni, gli Archimedi, gli Aquinati, i Galilei, i 
Cavalieri, i Torricelli, i Grandi, i Pascal, gli Hopilal, i 
Newton, gli Stone, i Wallis, i Leibnilz, i Bernoulli, e cento 
altri sommi e chiarissimi ingegni, non escluso in fondo l'il- 
lustre Autore del Metodo delle derivate ('): oseremo noi con- 

Incireumscripto, — Cujus centrimi uhique est, — Circumferentia nul- 
libi, — Infinito — Omnium infinitorum, — Et plusquam infinitorura — 
Maximo, — Cujus magnitudinis non est fin», — Sapientóne non est nu- 
meri is, — Bnnitatis infìnitus est thesaurus. — Quod-— Suae infìnitalis ve- 
stigia — Creai uris impresserit, — Hominique ad iraaginem suam facto — 
Infiniti peracrutandi capacem raentem dederit, — Ac sui ipsius, — In 
aeterno bcatitudinis lumine, — Facie ad faciera, aliquando contemplan- 
do — Spem fecerit, graliam obtulerit, so ri e ni proraiseril. — Grati ani- 
mi ergo, — Omnium operum Auctori — - Exiguam hanc opellam — De 
infimi in infinitorum, — Infinìteque parvorum ordinibus — Guido Gr«n- 
dus — Hominum minimus, Monachorum ultimus, — - Sed innumeris tan- 
tac Majeslalis beneficiis, — Adstriclissimus, — HumìIIime ofiVrt — Dat, 
Dicat, Consecralque. 

(1) E noto che l'esimio Lagringia per trattare il Gtlcolo differen- 
ziale indipendentemente da ogni considerazione di infinitesimi, di limiti, 
di flussioni (immaginate dal Newton, che combina essenzialmente col 
Leibnitz), e di evanescenti (dovuti all'Euler, che in sostanza insiste, 

come i limitisti, sullo ~ ), inventò la Teoria delle funùoni analitiche, 

nella quale prese specialmente di mira le derivate o i coefficienti diffe- 
renziati (30 e 33); e che nella seconda edizione della Meccanica anali- 
tica, suo capolavoro, adottò il Metodo infinitesimale. Avendo io preso a 
sostenere questo in preferenza di quello dei limili che, almeno tra noi, 
è il più usato nelT insegnamento, non ho fatto parola del Metodo delle 
derivate.- però dico che questo ancora sottostà all'infinitesimale. Proverò 
in altra circostanza, quando occorra, la verità di siffatta proposizione; 
e intanto, dovendo affrettarmi a por termine alla presente Memoria, mi 
limiterò a riferire alcune parole assai significanti, che in proposito del 
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tinuarc una specie di ribellione contro a gente di simil tem- 
pra, ostinandoci nell'assurda impresa di proscrivere dalla 
matematica l'idea dell'infinito? Persisteremo nel folle divisa- 
melo di voler fare a meno dell'immensa risorsa, che ci 
offre in ogni frangente, e sotto qualunque rispetto, il Metodo 
infinitesimale? — Io spero che no: io spero anzi che imi- 
teremo il celeberrimo Huygens, il quale dopo breve car- 
teggio col Leibnitz, dopo conveniente studio, vinse la grave 
ripugnanza che a principio sentiva per questo Metodo, e 
giunse a proclamare, che con sorpresa e con maraviglia ne 
scorgeva l'estensione e la fecondità; che dovunque volgesse 
Io sguardo ne scuopriva usi nuovi; e che finalmente v'in- 
travedeva un progresso infinito, una speculazione senza li- 
mili: e qualora si verifichi questa mia speranza, qualora 
cioè avvenga la imitazione di un esempio così splendido, 
savio e generoso, la Matematica pura progredirà realmente 
anche per rapporto alla forma ; ed io mi terrò lieto di avere 
speso non breve nè piccola fatica per iniziare coraggiosa- 
mente una importantissima restaurazione in ordine alla Ma- 
tematica istessa. 

Sistema Iagrangiano il Si». Carnot registrava alla pagina 207 delle sue 
Riflessioni sulla metafìsica del Calcolo infinitesimale. 

« Lagrange Iui-mème reconnait, corame nous l'avons déjà dit, que 
la méthode infinitesimale, telle qu'on l'emploie au-jourd'hui, est un moyen 
sur d'abréviation et de simplificalion, et il a erti devoir les adopter dans 
la nouvelle édition de sa Mécanique analytique, de pcéférence a ceux qu"il 
vena il de proposer lui-mérae dans sa Thèorie des Jbnetions analytiques. Il 
est donc à presumer qu'il n'a considera ce dernier ouvrage que comme 
un cadre propre à rassembler sous un mcme point de vite, une multi- 
tude d'art ifices analiliques qu'il avait découverts dans le cours de ses tra- 
vaux, et afin d'avoir une occasion de dévolopper méthodiquement les 
prodigieuses ressources de son genie pour le calcul ». 
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